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ま え が き

本書は筆者が法政大学理工学部で代数学を学んだことのない学生を対象とし

た講義録とゼミで用いた資料が基になっている。本書は代数に関する知識を仮

定せず，一般教養の微積分と線型代数の初歩の基礎的知識は仮定するが，線型

代数で用いられる言葉は復習の意味も込めて最初から説明した。しかし線型代

数に関するいくつかの主要な定理には証明は付けずに説明したので，なぜその

ような定理が成り立つかについては，適宜教科書を参照して復習をすることを

おすすめする。執筆にあたっては，できるだけ丁寧に，かつ議論が明解になる

ように心がけた。場合によっては厳密な証明が理解の妨げになることも考慮し，

厳密性を省いたところもある。

暗号理論，符号理論は現在も進化をとげており，実際に使用される場面では

本書に書かれているものにさらに工夫を加えているものが多いが，根本原理は

本書で理解できるものと思っている。

また，ある程度の大きな数を扱わないと，紹介した理論が応用に耐えうるも

のかどうかを実感しにくい場面も多々あるので，PC上で実際に動く Pythonに

よる演習を入れることとした。Pythonを使う利点としては，変数の扱いが容

易である（あいまいな記述も許す）こと，扱える整数の大きさにほとんど制限

がないことが挙げられる。これらの点がプログラミング初心者にとってはとっ

つきやすいだろう。Pythonはいったん機械語に翻訳されてから実行されるの

で，実行速度は高速である。逆に実際に自分でプログラムを書く立場で考える

と，思わぬミスを発見し，修正するのに苦心するところが同時に欠点でもある。

またオブジェクト指向型プログラムの書き方をすることも可能であり，いくつ

かの理論を組み合わせて全体を構成する本書の進め方と合致している面も見逃

せないところである。なお，本書で紹介したプログラムはコロナ社の本書書籍
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ii ま え が き

詳細ページ（https://www.coronasha.co.jp/np/isbn/9784339061352/）にて

公開している。

本書について，実際に使用して使いにくい点，未熟な点などをご指摘下さっ

た松本圭司氏には，この場をもって感謝の意を述べさせていただきたい。

本書は大きく分けて代数的な準備の部分の「1章 初等整数論」とその後に

続く「2章 暗号理論」と「3章 符号理論」である。「初等整数論」ではその後

の「暗号理論」，「符号理論」で共通に使われる代数的な道具を準備する。環論

においてはイデアルを用いた統一的扱いが標準的であるが，後で使う場面を考

えて，ユークリッドアルゴリズムおよびそれを拡張した拡張ユークリッドアル

ゴリズムを議論の中心として説明した。また符号理論においては素体上の多項

式の扱い（例えば割り算アルゴリズムなど）が中心部分を占めているので，こ

れについては詳しく説明した。

2025年 8月

寺杣友秀

コ
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社
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1
初 等 整 数 論

1.1 約数，倍数とユークリッドアルゴリズム

本章では初等整数論で用いられる基本的な言葉を準備する。

1.1.1 約数，倍数，素数

自然数の集合をNと書く。自然数は 0から始まるものとする。つまり

N = {0, 1, 2, . . . }

とする。さらに負の数も付け加えて整数の集合 Zが下のように定義される。

Z = {· · · ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }

約数，倍数の考え方は整数に関してもつぎのようにして定義される。

定義 1.1 （約数，倍数） a，bを二つの整数とする。

a = mb

を満たす整数mが存在するとき，aは bの倍数である，または bは aの約

数であると言う。また aは bで割り切れる，あるいは bは aを割り切ると

言う。記号で

b | a
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2 1. 初 等 整 数 論

と書く。0はすべての整数の倍数で，1はすべての整数の約数である。

例 1.1 上の定義 1.1は負の数について考えることもある。例えば

−15 = (−5) · 3

となり (−5)は整数なので −15は 3の倍数になる。

nを 2以上の整数とすると，1と nは nの約数になっている。

定義 1.2 （素数） nを 2以上の整数とする。nに 1と n以外の正の約数

がないとき nは素数であると言う。素数は暗号理論，符号理論においてな

くてはならないものである。

例 1.2

(1) n = 12とすると，nの正の約数は 1，2，3，4，6，12となる。1，

12以外にも約数があるので 12は素数ではない。

(2) n = 7とすると，nの正の約数は 1，7のみである。したがって 7は

素数である。

(3) 素数を小さいほうから並べると

2，3，5，7，11，13，17，19，23，· · ·

となる。

つぎの定理は素数が無限にあることを保証している。

定理 1.1 （ユークリッド） 素数は無限に存在する。
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1.1 約数，倍数とユークリッドアルゴリズム 3

この定理を証明するために，まずつぎの補題を証明しよう。

補題 1.1 nを 2以上の整数とすると，ある素数で割り切れる。

証明 この補題を数学的帰納法で証明する。n = 2のときはこの補題は明らか
に成立する。2以上 nより小さいすべての自然数についてこの定理が成立してい
るとする。nが素数であるとすると，nで割り切れるので補題は正しい。nが素
数でないとすると，n = abとなる自然数 a，bで 1 < a < nとなるものが存在す
る。数学的帰納法の仮定から，aはある素数で割り切れる。したがって nはある
素数で割り切れる。数学的帰納法によりすべての 2以上の整数はある素数で割り
切れることが言える。 □

証明 （定理 1.1の証明） 定理を背理法で示す。素数が有限個だと仮定して矛
盾を示そう。有限個の素数を小さいほうから順番に

p1, p2, p3, . . . , pk

とする。ここで

q = p1 × p2 × p3 × · · · × pk + 1

と置くと明らかに 2 以上なので，ある素数で割り切れる。その素数を pi（i =

1, 2, . . . , k）と置く。ところが上の q形から qは pi で割ると 1余るのでこれは pi

で割り切れることに反する。素数が有限個であるとして矛盾が生じたので素数は
無限に存在することがわかる。 □

1.1.2 最大公約数，最小公倍数，素因数分解

本項では最大公約数，最小公倍数などを定義する。

定義 1.3

(1) a，bを整数とする。a，bの共通の約数を a，bの公約数と言う。1

は必ず公約数である。a，bの共通の倍数を a，bの公倍数と言う。0

は必ず公倍数である。
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4 1. 初 等 整 数 論

(2) a，b の正の公約数のうち最大のものを a，b の最大公約数と言い

gcd(a, b)と書く。a = b = 0でないとき，正の公倍数のうち最小の

ものを a，bの最小公倍数と言い lcm(a, b)と書く。すべての整数は 0

の約数となっているので aが正の整数であるとすると gcd(a, 0) = a

となる。

(3) a，bの最大公約数が 1のとき，つまり gcd(a, b) = 1となるとき，a，

bはたがいに素であると言う。

約数，倍数に関して重要な働きをするのが素数である。自然数を素数の積の

形に書くことを素因数分解と言うが，これについてはつぎの定理がある。

定理 1.2 （素因数分解の一意性） N を 2以上の自然数とする。N は素

数の積として（掛ける順番を除いて）一意的に書ける。すなわち

N = pe11 p
e2
2 · · · pekk

と書ける。ただしp1, p2, . . . , pkは異なる素数であってp1 < p2 < . . . < pk，

e1, e2, . . . , ek > 0である。またこのような形に表記すると，一意的である。

この定理は一意性を除けばつぎのようにして簡単に示される。N が素数でな

ければN = N1N2であって 1 < N1 < N，1 < N2 < N となるようなN1，N2

がある。どちらか一方でも素数でなければ，例えば N1 が素数でなければ，ま

た N1 が 1より大きな整数の二つの積に掛ける。これを繰り返していくと積に

現れる因数が小さくなり，いずれは素数の積に書けることがわかる。一意性に

ついては少し議論が必要なのでここでは省略する。

N，M を自然数とする。定理 1.2を用いてN，M を素因数分解して

N = pe11 p
e2
2 · · · pekk , M = pf11 p

f2
2 · · · pfkk ,

e1, e2, . . . , ek, f1, f2, . . . , fk >= 0

となったとする。ただし，素因数分解に pi が現れないときには ei = 0 とし
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1.1 約数，倍数とユークリッドアルゴリズム 5

た。このような表記を用いれば，N がM の倍数であるための必要十分条件は

e1 >= f1, e2 >= f2, . . . , ek >= fk となることと同値になる。gi は ei と fi の小さ

いほう（同じならその数），hiは eiと fiの大きいほう（同じならその数）とす

ると，N とM の最大公約数 d，および最小公倍数 lは

d = pg11 p
g2
2 · · · pgkk , l = ph1

1 ph2
2 · · · phk

k

となる。

例題 1.1 1 728，および 648を素因数分解せよ。1 728と 648の最大公約

数，および最小公倍数を求めよ。

1.1.3 整数とユークリッドアルゴリズム

整数については余りのある割り算ができる。より正確に言うとつぎの定理が

成り立つ。

定理 1.3 aを整数とし，bを 1以上の自然数とする。このときつぎの等式

を満たす整数 q，rであってつぎを満たすものが一意的に存在する。

a = qb+ r, 0 <= r <= b− 1 (1.1)

定義 1.4 a，bを定理 1.3のものとして，qは aを bで割った商，rは aを

bで割った余りと言う。aが負の整数のときも定理 1.3は成立することに注

意しよう。

これは aが 0以上の場合と負の場合に分けて aに関する数学的帰納法で証明

するが省略する。上の割り算原理を用いて，最大公約数を求めるアルゴリズム

であるユークリッドアルゴリズムを述べよう。
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