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ま え が き

本書は，1冊で高校での微分積分から，偏微分・重積分の初歩までを速習するテキストで

す。高校数学の習熟度が不十分な場合でも他書を頻繁に参照することなく学習でき，分量と

して大学での授業 2学期を想定し執筆しました。一つの節を授業 1回分程度の内容になるよ

うに区切り，授業ごとのテーマをわかりやすくしました。授業 1∼2回を問題演習または補足
の時間とすると 1学期 15回授業としてちょうどよいと思います。なお，内容が本筋からそれ

るものや発展的な内容には� を付けてあります。

執筆の際，公式が天下りにならないようできるだけ前提となる定理等を挙げ (∵は根拠を
示します)，関連する事項を確認しやすいように，紙面に余裕があれば記載のページ番号も書

きました。視覚的にも理解できるようにグラフなどの図を入れました。例題や節末の問題は

基本的なものとし，単に計算が煩雑なものはなるべく避けました。節末の問題は，授業の課

題とすることも想定して，関連の例題等を 〈〈 〉〉で示し，巻末に略解のみを掲載しました。
本書の構成について述べます。2章までを前半，残りが後半という位置付けです。前半は，

1章で微分法を，2章で積分法を説明しています。通常，最初に配置される極限や数列の事項

は後回しにしています。これらの事項で興味を削ぐことを避けるとともに，理工学の他の分

野の学習の際に必要になると思われる微分積分の計算法を先に修得できるように配置しまし

た。なお，1.1節には関数の基本事項を一通り列挙しましたので，必要なときに参照して頂け

ればと思います。後半は，微分積分の理論的な面の補強と計算法の応用が目標で，3章で微

分の応用を，4章で積分の応用を，2変数関数を含めて説明しています。また，極限や数列を

3.1節，3.2節に配置しています。

次ページ以降に各項目の全体における位置付けの理解のため，重要な公式について表 1，

表 2にまとめました。また，図 1に微分公式の導出の流れ，図 2に微分積分の構造を掲げま

した。

最後に，本書を出版する機会を与えてくださり編集の際にお世話になりましたコロナ社の

方々に感謝の意を表します。

2017年 3月

石田　健一 仲　　　隆
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ii ま え が き

表 1 微分積分の公式一覧

導関数
©1 f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

不定積分 F ′(x) = f(x) のとき

©17
∫
f(x)dx = F (x) + C

©2 (c)′ = 0

©3 (xα)′ = αxα−1
©18

∫
xαdx =

1

α+ 1
xα+1 + C (α �= −1)

©4 (ex)′ = ex

©5 (log x)′ = (log |x|)′ = 1

x

©19
∫
exdx = ex + C

©20
∫

1

x
dx = log |x|+ C

©6 (sinx)′ = cosx

©7 (cosx)′ = − sinx

©8 (tanx)′ =
1

cos2 x

©21
∫

cosxdx = sinx+ C

©22
∫

sinxdx = − cosx+ C

©23
∫

1

cos2 x
dx = tanx+ C

©9 (sin−1 x)′ =
1√

1− x2

©10 (tan−1 x)′ =
1

1 + x2

©24
∫

1√
1− x2

dx = sin−1 x+ C

©25
∫

1

1 + x2
dx = tan−1 x+ C

線形性
©11 {f(x) + g(x)}′ = f ′(x) + g′(x)

©12 {kf(x)}′ = kf ′(x) (k は定数)

線形性
©26

∫
{f(x) + g(x)}dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx

©27
∫

{kf(x)}dx = k

∫
f(x)dx (k は定数)

積の微分法
©13 {f(x)g(x)}′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

部分積分法
©28

∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx

商の微分法

©14
{
f(x)

g(x)

}′
=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

{g(x)}2

合成関数の微分法
y = f(u), u = g(x) とする。

©15 dy

dx
=
dy

du
· du
dx

置換積分法　 x = g(t) とする。

©29
∫
f(x)dx =

∫
f(g(t))g′(t)dt

逆関数の導関数
©16 dy

dx
=

1

dx/dy

定積分 F ′(x) = f(x) のとき

©30
∫ b

a
f(x)dx =

[
F (x)

]b
a
= F (b)− F (a)

定積分における置換積分法　
a = g(α), b = g(β) とする。

©31
∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(g(t))g′(t)dt

定積分における部分積分法

©32
∫ b

a
f(x)g′(x)dx =

[
f(x)g(x)

]b
a
−
∫ b

a
f ′(x)g(x)dx
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ま え が き iii

表 2 三角関数，指数関数・対数関数に関する公式一覧

三角関数に関する公式
三角関数の相互関係
©33 sin2 θ + cos2 θ = 1 ©34 tan θ =

sin θ

cos θ
©35 1 + tan2 θ =

1

cos2 θ

©36 sin (θ + 2nπ) = sin θ ©37 cos (θ + 2nπ) = cos θ ©38 tan (θ + nπ) = tan θ (n は整数)

©39 sin (−θ) = − sin θ ©40 cos (−θ) = cos θ ©41 tan (−θ) = − tan θ

©42 sin (θ + π) = − sin θ ©43 cos (θ + π) = − cos θ ©44 tan (θ + π) = tan θ

©45 sin
(
θ +

π

2

)
= cos θ ©46 cos

(
θ +

π

2

)
= − sin θ ©47 tan

(
θ +

π

2

)
= − 1

tan θ©48 sin (π − θ) = sin θ ©49 cos (π − θ) = − cos θ ©50 tan (π − θ) = − tan θ

©51 sin
(π
2
− θ
)
= cos θ ©52 cos

(π
2
− θ
)
= sin θ ©53 tan

(π
2
− θ
)
=

1

tan θ
加法定理
©54 sin (α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ

©55 cos (α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

©56 tan (α± β) =
tanα± tanβ

1∓ tanα tanβ
(複号同順)

2 倍角の公式
©57 sin 2α = 2 sinα cosα

©58 cos 2α = cos2 α− sin2 α

= 1− 2 sin2 α = 2 cos2 α− 1

©59 tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
半角の公式
©60 sin2 α =

1− cos 2α

2

©61 cos2 α =
1 + cos 2α

2

©62 tan2 α =
1− cos 2α

1 + cos 2α
3 倍角の公式
©63 sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α

©64 cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα

三角関数の合成公式
©65 a sin θ + b cos θ =

√
a2 + b2 sin (θ + α)

ただし cosα =
a√

a2 + b2
, sinα =

b√
a2 + b2

積和公式
©66 sinα cosβ =

1

2
{sin (α+ β) + sin (α− β)}

©67 cosα sinβ =
1

2
{sin (α+ β)− sin (α− β)}

©68 cosα cosβ =
1

2
{cos (α+ β) + cos (α− β)}

©69 sinα sin β = −1

2
{cos (α+ β)− cos (α− β)}

和積公式
©70 sinA+ sinB = 2 sin

A+B

2
cos

A−B

2

©71 sinA− sinB = 2 cos
A+B

2
sin

A−B

2

©72 cosA+ cosB = 2 cos
A+B

2
cos

A−B

2

©73 cosA− cosB = −2 sin
A+B

2
sin

A−B

2

指数関数・対数関数に関する公式
指数 a > 0, a �= 1 とする。
©74 a0 = 1 ©75 a−x =

1

ax

©76 a
q
p =

p
√
aq (p は正の整数，q は整数)

©77 axay = ax+y ©78 (ax)y = axy

©79 (ab)x = axbx

©80 ax = ex log a

対数 a > 0, a �= 1, b > 0, c > 0, c �= 1,

M > 0, N > 0 とする。
©81 y = ax ⇐⇒ x = loga y©82 aloga M =M

©83 loga 1 = 0 ©84 loga a = 1

©85 logaMN = logaM + logaN

©86 loga
M

N
= logaM − logaN

©87 logaM
k = k logaM

©88 loga b =
logc b

logc a
大小関係
©89 a > 1 のとき， u < v ⇐⇒ au < av，loga u < loga v©90 0 < a < 1 のとき， u < v ⇐⇒ au > av，loga u > loga v©91 a > 0, a �= 1 のとき， u = v ⇐⇒ au = av，loga u = loga v
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図 1 微分公式の導出

図 2 微分積分の構造
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1
微 分 法

1.1 関 数

本節では，実数と微分積分で扱う主な関数について基本事項をまとめておく。

( 1 ) 実 数 図 1.1のように左右に無限にのびた直線があるとする。この直線上

図 1.1 数直線

の 1点 Oをとり 0を対応させる。さらに単位の長さ l と正の

向きを (通常右に)定める。こうして，直線上の点と数を対応さ

せるとき，この直線を数直線といい，点 Oをその原点という。

数直線上の点に対応する数を実数という。実数の中で 0,±1,±2, ±3, · · · を整数という。整
数は，正の整数 (1, 2, 3, · · · )，負の整数 (−1,−2,−3, · · · )および 0から成る。

m

n
（mは整

数，nは正の整数)と表される数を有理数という。有理数でない実数を無理数という。例え

ば，
√
2，πは無理数である。

実数 aに対応する数直線上の点をAとする。原点Oから点 Aまでの距離OAを aの絶対

値といい，|a|で表す。式を使えば，絶対値は次のように定義される。

定義 1.1 (絶対値)

|a| =
⎧⎨
⎩ a (a >= 0)

−a (a < 0)

例 1.1 |3| = 3 であり，| − 5| = 5となる (図 1.2)。

数直線上の 2点 A, Bに対応する実数をそれぞれ a, bとすると，A, B間の距離は |b − a|
で与えられる (図 1.3)。

集合 {x | a < x < b}，{x | a <= x <= b}，{x | a < x}，{x |x < b}などのような実数全体の

図 1.2 絶対値 図 1.3 距 離 図 1.4 区 間
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2 1. 微 分 法

部分集合を区間といい，それぞれ (a, b)，[a, b]，(a,∞)，(−∞, b)のように表す (図 1.4)。特

に実数全体は R = (−∞,∞)と表す。(a, b)を開区間，[a, b]を閉区間という †1。

( 2 ) 関 数 二つの変数 x, yがあって，xの値を一つ与えると，その値に対応し

て y の値がただ一つ定まる関係があるとき，y は x の

関数であるという (図 1.5)。xを独立変数，y を従属変

数という。

図 1.5 関 数 一般に yが xの関数であることを，y = f(x) と表す。

これを単に，関数 f(x)ということもある。また，関数 y = f(x)において，x = aに対応す

る yの値を x = aにおける関数 f(x)の値といい，f(a)で表す。

例 1.2 関数 f(x) = x2 − 1について，次のように記す。

f(3) = 32 − 1 = 8， f(x− p) = (x− p)2 − 1

f(a+ h) = (a+ h)2 − 1 = a2 + 2ah+ h2 − 1， f(x2) = (x2)2 − 1 = x4 − 1

関数 y = f(x)において，変数 xのとる値の範囲をこの関数の定義域という。特に断りが

ない場合，定義域はその関数が定まる最も広い範囲を考える。また，xが定義域のすべての

値をとるとき，それに対応する変数 yのとる値の範囲をこの関数の値域という。

例 1.3 y = x2 は，定義域が実数全体，値域が y � 0となる関数である (図 1.9参照)。

例 1.4 y =
√
1− x2 は，定義域が −1 � x � 1，値域が 0 � y � 1となる関数である (1.1

節 ( 5 )無理関数および図 1.36参照)。

例 1.5 xが有理数のとき f(x) = 1，xが無理数のとき f(x) = 0となる関数は，定義域が

実数全体，値域が f(x) = 0, 1となる関数で，ディリクレ関数と呼ばれる。

図 1.6 座標平面

図 1.6のように平面上に互いに原点で直交する二つの数直線を定

めると，二つの実数の組 (a, b)と点Pを対応させることができる。こ

の組 (a, b)を点 Pの座標といい，二つの数直線を座標軸という †2。

座標軸が定められた平面を座標平面という。座標平面を導入するこ

とで，数や関数についての問題を図形的に扱うことができ，逆に図

形の問題を数や関数の定理を用いて考察することができる。

座標平面上に点 (x, f(x)) の全体をかいてできる図形を関数 y = f(x) のグラフまたは曲

線 y = f(x)という。したがって，点 (a, b)が関数 y = f(x)のグラフ上にあることは，関係

b = f(a)が成り立つことと同じである。

次に，基本的な関数について基本事項をまとめ，そのグラフ概観しておこう。

†1 ∞ は「無限大」と読み，端が存在しないことを示す。また，区間を示すのに集合の記法を用いないで，
例えば，区間 {x | a <= x <= b} を区間 a <= x <= b と書くことがある。

†2 (a, b) は，区間を示す場合と座標を示す場合があるので，注意しなければならない。
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1.1 関 数 3

( 3 ) 多項式関数 nを正の整数とする。

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

の形で表される式を多項式といい，多項式で表される関数 y = P (x)を多項式関数という。

なお，n次式で表される関数を n次関数という。

1次式 y = ax+ b (a, b は定数，a �= 0)で表される関数を 1次関数という。そのグラフは

直線となる。よってこれを単に直線 y = ax+ bといい，関係式 y = ax+ bをこの直線の方

程式ともいう。定数 aは傾きと呼ばれ，直線がどれだけ傾いているかを示す量である。定数

bは y 切片と呼ばれ，その直線が y 軸と点 (0, b)で交わることを示す †1。直線の方程式は微

分の基礎となる。

定理 1.1 (直線の方程式) 傾き aで

点 (x1, y1)を通る直線の方程式は

y − y1 = a(x− x1)
図 1.7 直線の方程式で与えられる (図 1.7)。

証明 傾き aの直線の方程式は y = ax + bで与えられる。これが，点 (x1, y1)を通るので，
y1 = ax1 + b，すなわち，b = y1 − ax1。これを元の式に代入すると，y = ax+ y1 − ax1。整
理して y − y1 = a(x− x1)を得る。 �

例 1.6 点 (2,3)を通り，傾きが 4の直線の方程式は，y − 3 =

4(x− 2)，すなわち y = 4x− 5 である。

図 1.8 2 点を通る直線

x1 �= x2 のとき，異なる 2点 (x1, y1)，(x2, y2) を通る直線の傾

きを aとすると，a =
y2 − y1
x2 − x1 である (図 1.8)。これから異なる

2点を通る直線の方程式が定理 1.1により求められる。

例 1.7 点 (2,3)，(4,5)を通る直線の方程式は，y− 3 =
5− 3

4− 2
(x− 2)，すなわち y = x+1

である。

2次式 y = ax2 + bx+ c (a, b, cは定数，a �= 0)で表される関数を 2次関数という。最も

基本的な 2次関数 y = x2 のグラフをかこう。変数 xの主な値に対応する変数 y の値を表に

まとめ，各点を結ぶと図 1.9のグラフを得る †2。2次関数のグラフの形を放物線という。

†1 もし直線が y 軸に平行であれば直線の方程式は x = p (p は定数) の形になる
†2 より多くの x について対応する関数の値 y を計算すれば，より正確に関数のグラフをかくことができ
る。多くの関数の値を計算して，正確な関数のグラフをかくには，コンピュータを利用するとよい。た
だし，それでもすべての点を調べることは不可能であり，既知の関数のグラフを平行移動したり，微分
法を利用してグラフの概形をつかむことが重要である。
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4 1. 微 分 法

x −3 −2 −1 0 1 2 3

y 9 4 1 0 1 4 9

図 1.9 y = x2

2次関数 y = a(x− p)2 + qのグラフは，2次関数 y = ax2 の

グラフを x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動したグラフと

なる (図 1.10)。

例 1.8 2次関数 y = −2x2 + 5x− 1のグラフは

y = −2x2 + 5x− 1 = −2
(
x2 − 5

2

)
− 1

= −2
(
x− 5

4

)2

+ 2 · 25
16
− 1

= −2
(
x− 5

4

)2

+
17

8

と変形できるから，2次関数 y = −2x2のグラフを，x軸方向に
5

4
，y軸方向に

17

8
だけ平行移動したグラフとなる (図 1.11)。

図 1.10 2 次関数の平行移動 図 1.11 y = −2x2 + 5x− 1

解説 例 1.8の式変形を，平方完成という (x+a)2 = x2+2ax+a2を書き換え，x+2ax = (x+a)2−a2
が成り立つことを用いる。

図 1.12 グラフの平行移動

これをさらに一般化すると，次のことがわかる。

定理 1.2 (グラフの平行移動) 関数 y = f(x − p) + q のグラフは，関数 y = f(x)の

グラフを x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動したグラフとなる。

証明 関数 y = f(x) のグラフを x 軸方向に p，y 軸方向に
q だけ平行移動したグラフを y = g(x)とする (図 1.12)。曲線
y = g(x) 上の点 Q(a, b) について，点 P(a − p, b − q) は曲線
y = f(x)上の点なので，b− q = f(a− p)を満たす。 �

( 4 ) 有 理 関 数
多項式
多項式

で表される式を有理式とい

い，有理式で表される関数を有理関数という。有理関数は分

母の値が 0にならない xの値に対して定義される。分母に変数を含むときは分数関数という。

最も基本的な分数関数 y =
1

x
のグラフをかこう。なお，関数 y =

1

x
の定義域は x �= 0で
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1.1 関 数 5

あり，値域は y �= 0である。変数 xに対応する変数 y の値を調べ，グラフをかくと図 1.13

のようになる。分数関数 y =
1

x
のグラフは x = 0で途切れている。

図 1.13 y =
1

x 図 1.14 直角双曲線

kを定数として，関数 y =
k

x
のグラフの概形を図 1.14に示す。この曲線は直角双曲線と

呼ばれる。

また，定理 1.2からわかるように，関数 y =
k

x− p + qのグラフは，関数 y =
k

x
のグラフ

を x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動したグラフとなる。

例題 1.1 関数 y =
2x+ 5

x+ 1
のグラフをかけ。

【解答】 y =
2x+ 5

x+ 1
=

2(x+ 1) + 3

x+ 1
=

3

x+ 1
+2より，関数

y =
2x+ 5

x+ 1
のグラフは関数 y =

3

x
のグラフを x軸方向に−1，

y 軸方向に 2だけ平行移動したグラフとなる (図 1.15)。 ♦

図 1.15

( 5 ) 無 理 関 数 x2 = aになる数 xを aの 2乗根

(平方根)†という。正の実数 aの平方根は正と負の一つずつが

ある。そのうち正の数を
√
aと書く (負の数は−√aと書く)。

x3 = aになる数 xを aの 3乗根 (立方根)という。立方根は

aの正負にかかわらずただ一つあり， 3
√
aと書く。

一般に，nを正の整数とするとき，xn = aとなる数 xを xを aの n乗根という。nが偶

数であれば正の数 aに対して正の n乗根がただ一つあり，それを n
√
aと書く。nが奇数であ

れば aの正負にかかわらず aの n乗根がただ一つあり，それを n
√
aと書く。これらをあわせ

† 平方根の性質 平方根は次の性質を満たす（根号内は正とする）。

(
√
a)2 = (−√

a)2 = a，
√
a2 = |a|，√

a
√
b =

√
ab，

√
a√
b
=

√
a

b
，
√
k2a = |k|√a
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