
まえがき

量子力学や相対論を代表とする近代物理の前の，連続体力学・電磁気学といっ

た古典物理は，さまざまな数理の手法の発展を促し，一方，数理の理論の構築

は，古典物理の新しい扱い方をもたらした。この物理と数理の蜜月ともいえる

時代は，第 3の研究手法である数値計算によって終焉した。コンピュータの発

展とともに，それ以前は想像もできなかった数の物理の問題が，数理の手助け

を直接借りることなく解けるようになったのである。

現在，工学分野で数理が果たすべき役割は，物理を記述することと，物理と数

値計算を橋渡しすることである。記述という役割は従来からあるが，橋渡しと

いう役割は新しい。数値計算を正しく行い，結果を正しく解釈するために不可

欠である。本書では，物理的な現象を数の世界に対応させるという観点に立っ

て，この二つの役割を説明する。記述と橋渡しという役割は異なるものの，こ

の観点に立てば，これらの二つの役割は，物理現象を数として表し，実際に計

算できるようコンピュータに数を与える，ということで理解できる。

コンピュータは，所詮，四則演算しかできない。物理現象を解釈することも

理解することもけっしてできない。このようなコンピュータを利用するために

われわれがすべきことは，物理現象を四則演算ができる数の世界に対応させ，

そして実際に計算させるコードを書くことである。物理現象を数として記述し，

実際に計算するために，コンピュータに数を与える，という数理の二つの役割

はまさにこのためにある。

本書は物理的な現象を数の世界に対応させるという観点に立つ。そこで，本

書の構成もこの観点に従う。まず，ベクトル量と関数という古典物理の基本的
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な対象が，まったく同じ方法を使うことで，数の空間に対応することを説明す

る。ベクトル量の拡張としてテンソル量，関数の高度な問題として微分方程式

を説明する。つぎに，古典物理の問題をコンピュータを使って解く際に基本と

なる，マトリクス方程式と数値微分・数値積分を説明する。最後に，古典物理

に関わる若干高度な内容を説明する。具体的には，安定・不安定，分岐，摂動，

確率の四つである。それぞれ内容は異なるが，物理的な現象を数の世界に対応

させるという共通の観点に立った説明を心がける。

2012年 7月

著　者　
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1 章

計測の観点からみた線形空間

◆本章のテーマ

物理量には，さまざまなものがある。共通するのは計測できる点である。数理では，

計測できる物理量を適当な線形空間の要素としてまったく同じように扱う。物理量を

計測するという観点からみた，数理の概念である線形空間を説明する。

◆本章の構成（キーワード）

1.1 計測

具体的な物理量，抽象的な数

1.2 ベクトル量と関数の計測

スカラ量，ベクトル，関数，マトリクス

1.3 線形空間と数の空間の同一視

線形空間，数の空間

◆本章を学ぶと以下の内容をマスターできます

+ 計測できる量には線形性があること

+ ベクトル量や関数の線形空間と数の空間は同一視できることコ
ロ

ナ
社



1.1 計 測 3

1.1 計 測

土木工学・環境工学の基礎学問の一つである物理学は，計測できる量を対象と

した学問である。計測とは，もちろん量を測ることである。計測する量は，長

さや重さなど，物理次元の異なる量であり，異なる道具を使って測ることにな

る。長さを測るためには物差し，重さを測るためには秤を使う。しかし，計測

の道具は異なるものの，いったん量を計測して得られた数に対しては，足し算

やかけ算など，共通の処理を施すことができる。

数の処理は，土木工学・環境工学の基礎学問の一つである数学で培われた方

法である。暗算や筆算のように頭や紙と鉛筆を使う数の処理もあるが，電卓や

コンピュータのような道具を使う場合もある。ここで注意しなければならない

点は，量を計測するための道具は対象に応じて選ばなければならないものの，

いったん量を計測して得られた数の処理は，特に道具を選ばないことである。

電卓やコンピュータは，長さや重さの計測された量に対して共通で用いること

ができる。長さ用の電卓や重さ用のコンピュータというものはない。

異なる道具で計測された物理量に対して共通の道具を使って数の処理を施せ

ることは，当たり前といえば当たり前であるが，よく考えてみると単純ではな

い。じつは高度な抽象化が行われているのである。「3mの棒に 5mの棒を足

せば，棒の長さは 8mになる」ということと，「桶にある 3 kgの水に 5 kgの水

を足すと，8 kgである」ということは，当然すぎるくらい当然であるが，じつ

は，実体のある物理量を，共通の数に変換する操作が陰で行われている。この

数は，棒の長さや桶の水の重さのような物理量に対応しているだけで，実体は

ない。この意味で，実体のある物理量を具体的な量とすれば，数は抽象的な量

と考えることができる。

具体的な物理量を抽象的な数に換えて処理を施すことは，ピンとは来ないか

もしれないが，計測の観点でみれば，じつは重要である。数の処理の結果はつ

ねに正しいからである。3mの棒に 5mの棒を足せば，その長さは 8mなので

ある。再度，継ぎ足された棒を計測する必要はない。必要があるとすれば，そ
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4 1. 計測の観点からみた線形空間

れはもとの棒が確かに 3mと 5mであることを確認するための計測である。重

さも同様で，3 kgの水に 5 kgを加えれば，再度計測することなく，桶にある水

は 8 kgなのである。

1.2 ベクトル量と関数の計測

計測できる物理量には，長さや重さのようなスカラ量だけではなく，風速の

ようなベクトル量も含まれる。ベクトル量を計測すると，計測の結果として数

のベクトルが得られる。一度ベクトル量である風速を計測して数のベクトルと

しておけば，数の処理を施すことで，絶対に間違いのない予想をすることがで

きる。なお，風速が物理量であることを強調するため，本書では「量」を付け

て「ベクトル量」と称し，数のベクトルはそのままベクトル（vector）と称す

ることにする。

上記の区別は厳密すぎるかもしれない。実際，土木工学・環境工学の分野で，

物理量であるベクトル量と数のベクトルを区別することは稀である。しかし，

本書ではあえてこの区別を行う。区別はするが，計測によってベクトル量をベ

クトルに対応させることができるという考え方をする。計測の観点に立てば，

この考え方は自然である。

さて，同じベクトル量である風速に対しても，異なる人が計測すると結果は

異なる。これは，計測する人は，おのおのの前後・左右という方向で風速の成

分を測る場合を想定しているためである。前後・左右という計測者によって異

なる方向を使う混乱を避けるため，通常は東西・南北という方向に成分を変換

するが，風速の自然な測り方は計測者の前後・左右という方向である。

計測できる物理量には，時間や空間によって変化する関数も含まれる。室温

や風速のように時間変化する関数や，地価や物流のように空間変化する関数で

ある。同じ関数という名前を使うが，計測できる関数は，多項式のような関数

とは違い，計測して初めてわかる関数である。関数の計測結果はもちろん，数

の組みであるベクトルとなるのである。本書では，この意味で，計測によって
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1.3 線形空間と数の空間の同一視 5

関数をベクトルに対応させるという考え方をする。いったんベクトルに対応さ

せれば，ベクトル量の場合と同様に，共通の数の処理を施すことができる。数

の処理の結果，再度計測しなくとも，物理量を推測することができるのである。

ベクトル量と違い，関数に対しては，微分のような演算をすることがある。

実際，土木工学・環境工学で使われる物理法則は，計測できる関数の微分方程

式という形で表記されている。関数に対してベクトルが対応するように，関数

の演算に対しても対応するものがある。微分であれなんであれ，関数の演算が

線形であれば，それは関数に対応したベクトルに適当なマトリクスをかけるこ

とに対応する。線形の詳細な説明は後にするが，線形の演算に対しては，マト

リクスが対応するのである。これは，じつは大きな意義を持つ。ベクトルとマ

トリクスの演算はコンピュータがきわめて得意とする演算なのである。例えば，

著者がベクトルとマトリクスの積を計算する場合，筆算では 2次元のベクトル

と 2 × 2のマトリクスの積の計算が限界である。3次元のベクトルと 3 × 3の

マトリクスの積の計算には電卓が必要である。しかし，コンピュータを使うと，

100万を超える次元のベクトルとマトリクスの積も秒単位で計算できる。

1.3 線形空間と数の空間の同一視

本書では，計測できる物理量を要素とする集合を線形空間（linear space）と

称する。例えば，棒の長さの線形空間 V とは，要素が棒の長さとなっている集

合である。この線形空間に数の空間Rを対応させることが計測である。V とR

を使って記述し直すと，つぎのようになる。V の二つの要素 aと bに対して長

さを計測すると 3mと 5mである場合，aと bは Rの要素 x = 3と y = 5に

対応することになる。z = x + y とすると z = 8であるから，Rの空間の z に

対応する V の空間の要素 cは長さ 8mである。すなわち，aと bを継ぎ足すと

長さ 8mの棒 cとなるのである（図 1.1参照）。

重要な点は，継ぎ足した棒の長さを再度計測する必要はないことである。線

形空間の要素を数の空間の要素である数に対応させると，数の処理をするだけ
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6 1. 計測の観点からみた線形空間

図 1.1 棒の線形空間 V と対応する数の空間 R

で，もとの線形空間での要素がわかる。そして，再計測の手間を省くことがで

きるのである。

上の例はきわめて単純であり，さほどの利点があるようには思われない。し

かし，前節で述べたように，ベクトル量や関数のような物理量に対しても線形

空間を考えることができて，その線形空間の要素を数の空間の要素に対応させ

ることができるのである。もちろんこの数の空間は，図 1.1に示された数直線，

すなわちRではなく，数のベクトルを要素とする高次元の数の空間である。し

かし，計測によって，物理量の線形空間の要素に対し，ベクトルを対応させるこ

とはできるのである。本書は，これを「物理量の線形空間と数の空間を同一視

する」と称する。具体的な物理量を抽象的な数の空間と同一視し，数の空間に

おいて数の処理を使うことで，計測していない物理量や計測できない物理量を

推測できるようになる。面倒な計測の省略は大きな利点である。なお，数の処

理に必要とされる計算量は，特に関数の場合，人間の手に余ることがある。し

かし，コンピュータを利用することで，大規模な計算が必要となる数の処理も

こなせるようになっている。
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