
は し が き

応 用 数 学 とは ， 自然 現 象 や 社 会 現 象 な どを あ る仮 定 の も とに 数 式 で表 現 し，

そ の解 を 数 学 的 に 求 めた り， さ らに これ らの現 象 を 予 測す る数 学 の ことで あ る

と定 義 で き るか もしれ な い 。 この分 野 の数 学 に対 して ，わ が 国 では 応 用 数 学 と

い う言 葉 が用 い られ て い るが，英 語 で は，工 業 数 学 （engineering mathematics） ，

工 学 の た め の数 学 （mathematics for engineering） ，あ る い は理 学 お よび工 学

の た め の 数 学 （mathematics for science and engineering） な ど と 表現 され

て い る。 英 語 に よ る表 現 の ほ うが 具 体 的 で ， そ の対 象 を 明 確 に表 して い る気 が

す る。

土 木 応 用 数 学 な ど とい う特 殊 な 数 学が 存 在 す るわ け で は な い。 本書 では ， 土

木工 学 の分 野 で用 い られ て い る数 学 を 集 めて 土 木 応 用 数 学 と名づ け， そ れ につ

いて 記 述 して い る。 土 木 工 学 の 分 野 で は どの よ うな 数 学 が 用 い られ て い るの

か ， さ らに， それ らを 用 い る といか に問 題 が 解 決 で き るのか とい う点 に つ い て

読 者 に広 い知 識 を 得 て い た だ く こ とを 本 書 の 目的 と した 。特 に，記 述 に 当 た って

は ，理 論 のみ を 示 す の で は な く， 土 木 工 学 の 分 野 に 出 て くる例 を 用 い て そ の計

算 の仕 方 を 具 体 的 に示 す よ うに した 。 た だ し， “第9章 有 限 要 素 法” と “第10

章 境 界 要 素法 ” では ， 本 文 中 で は理 論 のみ しか 示 せ なか った ので ，そ のか わ り

演 習問 題 の解 答 を 詳 し く示 した 。 さ ら に， 計 算 過 程 が よ くわ か る よ うに， 通

常 は コン ピュ ー タで 計 算す る ところ も， 本 書で は で き るだ け 手 計算 の結 果 を

示 した 。 そ の 他， 種 々 の現 象 の 基 礎方 程 式 の誘 導 の仕 方 や解 析結 果 の考 察 は ，

きわ め て 重 要 な こ とでは あ るが ， この本 の対 象 外 と した の で， そ れ ら につ い て

は， 関連 の あ る土 木 工 学 の 教 科 書 や参 考 書 を見 て い た だ きた い。 また ， 数 学上

の公 式 の 証 明 は， 理 論 の 説 明 を冗 長 に し， 応 用 数 学 の実 体 と利 用 法 を 理 解 す る

うえ で妨 げ に な る と考 え ， で きる だけ 省 くこ とに した。 最 近 は パ ー ソナ ル コ ン

ピュ ー タや大 型 コ ン ピ ュー タの 普及 に よ り， 実 務 で 数値 計 算 法 が よ く用 い られ

る よ うに な った の で ， “第7章 マ トリ ッ クス 解 析 法 ”， “第8章 差 分 法 ”， “第
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9章 有 限要 素 法 ”， 第10章 境 界 要 素 法”， 同 じ理 由か ら， “第12章 多 変 量 解

析 ” を あ え て 本 書 に 入れ る こ とに した 。 そ の際 ， 実 務 書 で は な く教 科 書 とい う

本 書 の 目的 か ら コ ン ピ ュー タ の プ ログ ラ ムは省 略 した 。

ペ ー ジ数 の 関 係 で ，本 書 を 読 ん だ り，演 習問 題 を 解 く際 に 必 要 な公 式 と数 表

のみ を 付 録 に 示 した。 本 文 中 の例 題 を理 解 した り， 演 習 問 題 を 行 う際 に必 要 で

あ る ので ， 連 立 方 程 式 と固有 方 程 式 に つ い て は， ポ ケ ッ トコン ピ ュー タの ため

の解 析 プ ログ ラムを 付録 に示 した 。

今 回， 私 に は ， この 本 の執 筆 とい うど うして も避 け られ な い 壁 が あ った た め

に， 結果 と して 応 用 数 学 の お も しろ さ を 知 る こ とが で きた 。 本 書 執 筆 に 当 た

り，理 論 は理 解 で きた と思 って い る の に例 題 を や ってみ る と解 け な か った り，

例 題 は解 け る の に理 論 が 書 け な い とい うよ うな こ とが よ くあ った 。 読 者 の 方 々

も， 少 し ぐ らいで へ こた れ ず ， この本 を 通 じて ，ぜ ひ応 用 数 学 に興 味 を も ち，

さ らに よ り詳 しい 参 考 書 で も勉 強 し，将 来 ， 実 務 に お い て応 用 数 学 を 十 分 に 生

か され る こ とを期 待 す る。

不 勉 強 な 著 者が 短 期 間 で本 書 を 書 い た 関 係 で， 初 歩 的 な 誤 りや 記述 の不 備 な

点 も あ るか も しれ な い。 読 者 の ご指 摘 や ご批判 に よ り改 善 に つ とめ た い と願 っ

て い る。

東 京 大 学 の 伊 藤 學 教授 を委 員 長 とす る本 シ リー ズ の編 集 委 員 会 の 方 々は ，

私 に この本 を 執 筆 す る機 会 を与 えて 下 さ る と と もに ，本 書 を ま とめ るに 当 た り

内 容 の構 成 に つ い て 貴 重 な助 言 を下 さい ま した 。 ま た， 中井 博 教 授 を は じめ

とす る大 阪市 立 大 学 土 木工 学科 の先 生 方 に は本 書 を 記述 す る に 当た り， 励 ま し

の言 葉 や貴 重 な助 言 を い た だ きま した 。 これ らの 方 々に こ こで感 謝 の意 を 表 し

ます 。

1986年8月

北 田 俊 行

コ
ロ

ナ
社



目 次

第1章 序 論

1.1本 教 科 書 の対 象 範 囲1

1.2未 知 現 象 の解 明 方 法1

1.3数 学 モ デ ル2

1.4現 象 の見 方 お よび種 類3

1.5土 木 工 学 の分 野 で用 い られ る各 種 解 析 法4

1.6土 木 応 用 数 学 に関 す る参 考書4

第2章 微 分 方 程 式

2.1常 微 分 方 程 式6

2.1.1階 数の引き下げ7

2.1.2変 数 分 離8

2.1.3特 性方程式9

2.1.4演 算子法に よる特殊 解の決定10

2.1.5未 定 係数法に よる特殊解の決定12

2.1.6減 衰 を伴 う自由振動13

2.1.7べ き級数に よる解法15

2.1.8連 立常微分方程式17

2.2偏 微 分 方 程 式18

2.2.1波 動方程式 （双曲形）19

2.2.2ラ プラスの方程式 （楕円形）21

2.2.3熱 伝導方程式 （放物形）26

2.2.4平 面応力問題28

2.2.5板 曲げ問題29

2.2.6円 板の 自由振動 （ベ ッセル関数）30

2.2.7梁 の 自由振動解析32

演 習 問 題34

コ
ロ

ナ
社



第3章 複 素 関 数 論

3.1複 素 関 数36

3.2コ ー シ ー ・ リ ー マ ン の 条 件 式37

3.3完 全 流 体 の 非 回 転 流37

3.3.1流 れ 関 数37

3.3.2速 度 ポ テ ンシ ャル39

3.3.3複 素 速 度 ポ テ ンシ ャル39

3.3.4等 角 写 像41

演 習 問 題41

第4章 変 分 法

4.1変 分 法 の 基 礎42

4.1.1梁 の た わみ42

4.1.2梁 の 自由振 動45

4.2リ ッ ツ の 方 法46

4.2.1梁 の たわ み 解 析46

4.2.2梁 の 自由振 動 解 析47

4.3ガ レ ル キ ン 法48

4.4偏 微 分 方 程 式 の 常 微 分 方 程 式 へ の 変 換49

演 習 問 題50

第5章 フ ー リ エ 解 析 ・ フ ー リ エ 積 分

5.1単 純 梁 の た わ み 解 析52

5.2フ ー リ エ 級 数53

5.3フ ー リ エ 級 数 を 用 い た 偏 微 分 方 程 式 の 解 法55

5.3.1平 板 の 曲 げ解 析55

5.3.2圧 密 の 問題57

5.4調 和 解 析59

5.5フ ー リ エ 積 分60

演 習 問 題63

コ
ロ

ナ
社



第6章 ラ プ ラ ス 変 換

6.1ラ プ ラ ス 変 換 と は 何 か65

6.2ラ プ ラ ス 変 換 の 法 則67

6.2.1移 動 定 理67

6.2.2ス テ ップ関数68

6.2.3デ ル タ関 数69

6.2.4グ リー ン関数70

6.2.5デ ュア メル の重 畳積 分71

6.3逆 変 換73

6.4ラ プ ラ ス 変 換 に よ る偏 微 分 方 程 式 の 解 法75

演 習 問 題77

第7章 マ ト リ ッ ク ス 解 析 法

7.1梁 の た わ み 解 析78

7.1.1剛 性 マ ト リックス78

7.1.2連 立 方 程 式 の解 法 （コ レス キ ー法 ）84

7.2梁 の 自 由 振 動 解 析87

7.2.1固 有方 程 式87

7.2.2ベ ク トルの直 交 性90

7.2.3一 般 化座 標91

7.2.4固 有 値 の数値 算 定法 （べ き乗 法）92

7.2.5ニ ュー トン ・ラ フ ソ ン法 に よる固 有 多項 式 の解 法94

演 習 問 題95

第8章 差 分 法

8.1常 微 分 方 程 式 （境 界 値 問 題 ）96

8.2常 微 分 方 程 式 （初 期 値 問 題 ）98

8.2.1ル ンゲ ・ク ッタ ー法98

8.2.2ル ンゲ ・ク ッタ ー ・ギ ル法101

8.2.3ニ ュー マ ー クの β法101

8.3偏 微 分 方 程 式 （境 界 値 問 題 ）102

コ
ロ

ナ
社



8.4偏 微 分方 程 式 （初 期値 問 題 ）103

演 習 問 題105

第9章 有 限 要 素 法

9.1平 面 応 力 問 題106

演 習 問 題110

第10章 境 界 要 素 法

10.1弾 性 ばね 上 の梁112

10.1.1間 接 法113

10.1.2直 接 法114

10.2偏 微 分方 程 式 （2次 元） の解 法116

10.2.1直 接法 （ラプラスの方程式）116

10.2.2間 接法 （板 曲げ問題）119

10.2.3ガ ウスの積分公式119

演 習 問 題121

第11章 確 率 ・統 計

11.1標 本 の 任 意抽 出法123

11.2デ ー タの統 計 処 理124

11.3母 数 お よび母 集 団 分 布 の推 定126

11.3.1母 集団の平均値 および標準偏差126

11.3.2母 集団分布 と超過確率 ・非超過確率126

11.3.3区 間推定法128

11.4検 定129

11.4.1平 均値の検定129

11.4.22組 の標本の平均値お よび分散の検定130

11.4.3分 布形の検定132

11.5標 本 数 の 決定 法133

11.6分 散 分 析 法135

コ
ロ

ナ
社



11.6.1一 元 配 置 法135

11.6.2二 元 配 置 法139

11.7破 壊 確 率142

11.8モ ン テ カ ル ロ法145

11.8.1正 規 乱 数145

11.8.2任 意 分 布 の乱 数146

演 習 問 題147

第12章 多 変 量 解 析

12.12変 量 の 解 析148

12.1.1相 関 図148

12.1.2最 小2乗 法149

12.1.3相 関 係 数150

12.2多 変 量 解 析 （3変 量 の 場 合 ）151

12.2.1回 帰 平 面152

12.2.2重 相 関係 数153

12.2.3偏 相 関 係数155

12.2.4主 成 分分 析155

12.2.5判 別 関数 法160

12.2.6ク ラス タ ー分析162

12.3数 量 化 理 論163

演 習 問 題163

第13章 ス ペ ク トル 解 析

13.1確 率 過 程164

13.2線 ス ペ ク トル と パ ワ ー ス ペ ク トル166

13.2.1線 スペ ク トル166

13.2.2パ ワース ペ ク トル168

13.3線 形 シ ス テ ム の 応 答172

演 習 問 題174

コ
ロ

ナ
社



第14章 計 画 法

14.1線 形 計 画 法175

14.1.1図 解 法175

14.1.2シ ン プ レ ック ス法176

14.1.3シ ン プ レ ック ス表183

14.1.4パ ラ メ トリ ック解 析185

14.2非 線 形 計 画 法186

14.2.1ニ ュー トンの方 法186

14.2.2非 線 形計 画 問 題 の線 形 化188

14.3動 的 計 画 法188

14.4ネ ッ ト ワ ー ク プ ラ ン ニ ン グ191

14.5待 ち 行 列193

演 習 問 題199

付 録

参 考 文 献

演 習 問 題 の 略 解

索 引

コ
ロ

ナ
社



第1章

序 論

1.1本 教科 書 の対 象範囲

土木工学の分野における実務において，ある技術的な仕事 （問題）が与えら

れ た と き， そ の 解 決方 法 は ， 図1.1に 示 す よ

うに 分類 で き る。 現 象が 既 知 の 問題 は， 教 科

書 ， ハ ン ドブ ッ クお よび設 計 示 方 書 な どを 用

い て 解 決 で きる。 未 知 の現 象 では ，模 型 実 験

（あ る い は 統 計 デ ー タ の収 集 ） を行 った り，

理 論 解 析 に よ り解 決 で き る。本 教 科 書 で は，

土木工学の分野で一般に用いられる理論解析法や統計データの処理方法につい

て簡単に述べる。

1.2未 知 現 象 の 解 明 方 法

現 象 が 定性 的 にわ か って い る場 合 に は， そ の

現 象 を再 現 で き る と思 わ れ る数 学 モ デ ル を 考 え

る （図1.2参 照）。 数学 モ デ ル とは ，“数 式 で表

した 仮 定 で あ る”， と定 義 で きる〔5〕。 こ の数学

的 な モ デル を解 くこ とに よって 数 学 的 な解 を 得

る。 この 解 は実 験 等 に よ り検 証 す る こ とが 必 要

で あ る。 この数 学 モ デ ルに よ り実 際 の 現 象が 実

図1.1問 題解決の方法

図1.2未 知現象の解明方法
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用上問題とならない程度の誤差範囲で再現できることがわかれば，この数学モ

デルを用いて与えられた問題の解が予測できる。さらに，この予測結果に安全

率の概念を導入することによって，構造物を設計した り，道路計画などを立て

ることができる。

1.3数 学 モ デ ル

図1.3に 示 す よ うに， 数 学 モデ ル は， 物 質 的 な モ デ ル と非 物 質的 な モ デル に

大別できる。

物質的なモデルとは，固体，

流体および粉体 な ど具 体的

な物質が対象となるモデルで

あ り，非物質的なモデルは，

確率とか費用 とか形をもたな

いものを対象とする。物質的なモデルは，さらに，連続体モデル と離散化モデ

ルに分けられる。連続体モデルとは，たとえ物質の中に寸法あるいはその物理

的性質に不連続な箇所が存在していても， それを 平均化し不連続が ないもの

としたモデルであ り，逆に離散化モデルでは，連続体であっても，それを離散

要素の集合体としてモデル化するので，要素間の境界では不連続が存在する。

確率分布など確率 ・統計に関するモデルを確率モデルという。また，線形計

画法の場合などのように数式で表現した数学モデルのように，対応する具体的

な物質が存在しないようなモデルは数式モデルといえるかもしれない。確率モ

デルと数式モデルは，非物質的なモデルというカテゴリーの中に入れることが

できる。また，確率モデル以外のモデルを確定モデルという。

図1.4に モデル化の例を示す。同図 （a） のように，自動車荷重が作用する

橋梁の設計においては，図 （b） のような数学モデル （力学モデル）が用いら

れる。実際の自動車荷重Lは ， 集中荷重PL（1+i） と等分布荷重qL（1+i）

に，橋の自重は，等分布荷重qDに モデル化される。 ここに，iは 車の動的な

効果を考慮 した割増し係数である。橋の断面は橋軸方向に変化するので，橋は

図1.3数 学モデルの種類

コ
ロ

ナ
社



単純 支 持 の変 断面 梁 （離散 化 モ デル ） に モ デル化 さ れ る。 な お， 自動車 荷 重L

に対 して は図 （c） の よ うな確率 モ デル を考 え ，非 常 に 小 さい 超過 確 率pに 対

応 す る大 きな 荷重Lmaxが 用 い られ る。

1.4現 象 の 見 方 お よ び 種 類

現 象 の見方 は図1.5の よ うに分 類 で きる。 一 つ は， オ イ ラー 的 な 見方 とラ グ

ラ ン ジ ェ的 な見 方 であ る。 た とえ ば， 流

れ の 挙動 を 明 らか にす るの に，1つ1つ

の流 体 粒 子 の挙 動 を追 跡 す る のが， ラ グ

ラ ン ジ ェ的 な 見方 であ り， 空 間 の固定 点

で の各 瞬 間 の流れ を観 測す るのが ， オ イ

ラー的 な見 方 であ る。

次に，微視的な見方 と巨視的な見方がある。微小要素を考え微分方程式を導

く方法は，全体のエネルギーなどを考えて基礎式を導 く変分法 （第4章 ）など

に比較して，微視的である。 しかし，微分方程式を導 く方法も，物質の粒子や

分子のレベルから見れば，巨視的な方法であるといえる。

最後に空間的な見方がある。図1.5に 示すように，質点の挙動から立体構造

物の挙動まで四つの空間的な見方が考えられる。構造物はすべて3次 元である

が，工学的にはその現象を2次 元，1次 元，あるいは質点の挙動 として取 り扱

えばよい場合が多い。

現象の種類は図1.6の ように分類できる。まず，線形な現象と非線形な現象

図1.4モ デル化の例

図1.5現 象の見方
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がある。現象が線形式で表されるものが線形現

象であり， そ うでないものが 非線形 現象 であ

る。土木工学の分野では，現象が線形であると

仮定して解析できる問題が多い。次に，静的な

現象と動的な現象がある。時間によって変化す

る現象が動的な現象で，そ うでないものが静的な現象である。動的な現象は，

さらに，定常 と非定常に分けられる。振幅や周期など現象の本質的な要素が時

間とともに変化しない現象を定常といい，そ うでないものを非定常 とい う。最

後は，確定論的な現象と確率論的な現象である。ある条件を与えれば常に一定

の解が得られるような現象が前者で，無数のばらつ きのある解が得 られるよう

な現象が後者である。

1.5土 木工学 の分野 で用 い られ る各 種解析 法

土木工学の分野でその解法によく応用数学が用いられる現象あるいは問題，

およびそれらの解析法をまとめて表1.1に 示す。解析法の簡単な説明も同表に

示すが，その詳細については本文中で述べるのでここでは省略する。

1.6土 木応 用数学 に関す る参考書

本教科書では，土木に関する例題を中心に，表1.1に 示した解析法が簡単に

説明されている。各解析法が奥深い内容をもってお り，この本にそれらのすべ

てを含めることは不可能である。 したがって， ここでは土木で用いられる応

用数学にはどんなものがあ り，それがいかに用いられるかを簡単に述べること

にする。良い参考書がたくさんあるので，興味をもたれた分野があれば，その

分野の参考書を読まれ，その分野の知識をさらに深められることを期待する。

そういった分野の数をふやすことにより，ますます土木応用数学に対する興味

も増してくるものと考える。さらに数学モデルの作 り方や解析結果の工学的な

考察についても，紙面の都合で，それぞれの専門分野の教科書に譲ることにし

た。

図1.6現 象の種類
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表1.1土 木工学 の分野で よく用いられ る解析法
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第2章

微 分 方 程 式

2.1常 微 分 方 程 式

図2.1に 示すような等断面の梁に等分布荷重q〔kgf/cm〕 と軸方向圧縮力

P〔kgf〕 が 作 用 して い る 場 合 につ い て 取 り扱

う。 まず 最 初 に，Pが0の 場 合 を 考 え る。 梁

の 曲 げ 剛 性 をEI〔kgf・cm2〕 とす る と， 梁 の

たわ み に 関 す る4階 常 微 分方 程 式 が 次 式 で 与 え

られ る〔43〕，〔57〕。

（2.1）

こ こに，w，xxxxはxに 関 す るwの4階 微 分 を 表す 。

ここ では 微 分方 程 式 を い か に解 くか を 目的 に して い るの で， 式 の 意味 な どに

つ い て は深 く考 えず 先 に進 ん で もらい た い。

式 （2.1） の両 辺 をxに 関 して4回 積 分 す る と

（2.2）

C1～C4は 積 分 定 数 で あ り， 式 （2.2） は式 （2.1） の一 般解 とい う。 積 分 定 数

を梁 の 両 端 の条 件 ，す なわ ち，境 界 条件 を 用 い て 決定 す る と， い ま考 え て い る

問 題 の 解， す なわ ち， 特 殊 解 が 求 ま る。

w，xxは た わ み 曲 線 の 曲率 を 表 し， 図2.1の よ うな 形 で 梁 がた わ む と きそ の

符 号 は 負 とな る。-w，xxにEIを か け る と， 梁 を 曲げ よ うと す る 断 面 内 の

図2.1等 分布荷重 と圧縮力を

受ける梁
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