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ま　え　が　き

　本書は，『応力解析のための有限要素法理論とプログラム実装の基礎』（2018

年，コロナ社刊，以下前著）の続編として，有限要素法（FEM）を実務で扱わ

れる破壊力学問題の解法へ応用するという観点から，関連する理論，定式化，

プログラム実装を解説するものです。具体的には汎用 FEMコードで標準的に

用いられている領域積分法による J積分や応力拡大係数評価方法，静的陰解法

による弾塑性解析手法，結合力き裂解析に用いるインターフェース要素の定式

化，さらに最近提案された拡張有限要素法（XFEM）について解説しています。

　前著と同様に，第１部 理論，第２部 定式化，第３部 プログラム実装 を明確

に分けて記述することを心掛け，有限要素法の定式化における指導原理となる

仮想仕事の原理式の使い方を理解させる自習書を目指しました。前著では，

FEMの理論とプログラム実装方法の基本事項を詳しく解説することを目的と

して，線形静弾性問題の応力解析に絞りましたが，本書では材料非線形を考慮

する必要のある弾塑性解析や結合力き裂解析を扱うために，材料非線形性問題

に対する非線形 FEM解析について詳しく解説しました。

　本書で説明する定式化に基づき標準的なＣ言語を用いてプログラム実装した

６種類の FEM，XFEMプログラムのソースコードを，本書に記載した例題に

ついてのサンプルデータとともにコロナ社のWEBページ†に公開しています。

Ｃ言語によるプログラムの実行環境があれば，コンパイルして実際にプログラ

ムを読者自身で実行することができます。本書の内容とソースコードを読み比

べながら，実際にプログラムを実行することによって，FEM解析の手順やア

ルゴリズムなどについて理解を深めることができるものと確信しています。ま

†　https://www.coronasha.co.jp/np/isbn/9784339046694/
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ii　　　ま　　 え　　 が　　 き　

た，FEM解析の後処理には可視化が不可欠ですが，本書で説明し公開するプ

ログラムは，フリーソフトウェアである ParaViewを用いて可視化できるよう

にしています。本書が，構造強度設計に関係する実務において，破壊力学に基

づく FEM解析を実施する技術者・研究者の方々の問題解決の一助となれば，

著者にとって望外の喜びです。

　末筆ながら，本書の出版に関しては，コロナ社には大変お世話になりまし

た。また，ParaViewによる可視化処理に必要なプログラム処理に関しては，

上智大学プロジェクト研究員の今井登氏にご協力いただきました。ここに御礼

を申し上げます。

　2021 年１月

 長 嶋　利 夫　
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〈第 ₁部：理　論〉

	1	•••••••••••••••••••••••••••••••
応力解析の基礎方程式

₁．₁　線形弾性体の基礎方程式

₁．₁．₁　三次元線形弾性体の基礎方程式

　図 ₁．₁ に示すような三次元線形弾性体の応力場（stress field），ひずみ場

（strain field），変位場（displacement field）を決定するための基礎方程式は偏

微分方程式の境界値問題になり，式 (1.1)～(1.5)のようにまとめられる。

u＝u

t＝t

b

Sv

Su

V

x
y

z

図 ₁．₁　三次元線形弾性体

〔１〕応力で表した平衡方程式（equilibrium equation）

Ab
x y z

0x xy x
x

z

2
2

2
2

2
2v x x

+ + + = (1.1a)

コ
ロ
ナ
社



2　　　1.　応力解析の基礎方程式　

Ab
x y z

0xy y y
y

z

2
2

2
2

2
2x v x

+ + + = (1.1b)

Ab
x y z

0x yz z z
z2

2
2
2

2
2x x v

+ + + = (1.1c)

ここに b
̅
x, b

̅
y, b
̅
zは物体力ベクトルの x, y, z成分で，既知量であることを明記す

るために上線を付している。なお，これらの式の導出において，せん断応力成

分の対称性 xzy＝ xyz, xzx＝ xxz, xyx＝ xxyを考慮している。

〔２〕ひずみ変位関係式

　微小変形理論（infinitesimal deformation theory）が成立する場合，ひずみ６

成分は，変位３成分を用いて次式で表される。
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この式をひずみ変位関係式（strain-displacement equation）と呼ぶ。

〔３〕応力ひずみ関係式

　応力６成分とひずみ６成分についての関係は応力ひずみ関係式（stress-

strain relations）と呼ばれる。一般化フックの法則（generalized Hooke’s law）

が成立する場合には，応力とひずみは比例関係にあると仮定でき，次式で表さ

れる。
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(1.3)

ここに６行６列のマトリクス [CE]は弾性マトリクスと呼ばれ，対称マトリク

スであり，独立な成分は 21 個である。
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　1．1　線形弾性体の基礎方程式　　　3

〔４〕境　界　条　件

　以上示したように，未知量は応力６成分，ひずみ６成分，変位３成分の総計

15 個に対して，基礎方程式はせん断応力成分の対称性を考慮した平衡方程式

が３個，ひずみ変位関係式が６個，応力ひずみ関係式が６個の総計 15 個とな

り，未知数の数と方程式の数が一致しているので，原理的に基礎方程式を解け

ることになる。

　さらに唯一解を求めるためには，上記のような基礎式に加えて，物体表面 S

において境界条件を与える必要がある。境界条件は，幾何学的境界条件

（geometric boundary condition）と力学的境界条件（mechanical boundary 

condition）に分類され，幾何学的境界条件を与える表面を Su，力学的境界条件

を Stと記す。

　Suにおける幾何学的境界条件は，次式で与えられる。

u＝ u
̄
, v＝ v

̄
, w＝ w

̄̄
(1.4)

　Stにおける力学的境界条件は，次式で与えられる。

 tx＝ vxnx＋ xxyny＋ xxznz＝ t
̄
x (1.5a)

 ty＝ xxynx＋ vyny＋ xyznz＝ t
̄
y (1.5b)

 tz＝ xxznx＋ xyzny＋ vznz＝ t
̄
z (1.5c)

₁．₁．₂　二次元線形弾性体の基礎方程式

　前述したように構造物の応力場，ひずみ場，変位場を決定する基礎方程式

は，三次元問題として記述される偏微分方程式の境界値問題となる。しかしな

がら，ある条件を仮定できる場合には，二次元問題として記述できる。二次元

問題においては，三次元問題と比較して，次元が一つだけ減るので，数学的取

り扱いが容易になる。

　図 ₁．₂ に示すような二次元平面ひずみ（plane strain），平面応力（plane 

stress）問題についての線形弾性体の応力場，ひずみ場，変位場を決定するた

めの基礎方程式は偏微分方程式の境界値問題になり，次式のようにまとめられ

る。
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4　　　1.　応力解析の基礎方程式　

〔１〕応力で表した平衡方程式

,B Bb b
x y x y

0 0x xy
x

xy y
y2

2
2
2

2
2

2
2v x x v

+ + = + + = (1.6)

〔２〕ひずみ変位関係式

　平面ひずみ問題，平面応力問題について次式を用いる。
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〔３〕応力ひずみ関係式

　式 (1.3)に示した三次元線形弾性体についての応力ひずみ関係式において，

平面ひずみ問題については，fz＝ cyz＝ cxz＝ 0 とする。この条件を式 (1.3)

に代入して次式を得る。
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(1.8)

　式 (1.8)を整理して，次式を得る。

（ a）　二次元平面ひずみ問題 （ b）　二次元平面応力問題 
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図 ₁．₂　二次元問題
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　平面応力問題については，vz＝ xyz＝ xxz＝ 0 とする。この条件を式 (1.3)

に代入して次式を得る。
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　式 (1.10)を整理して，次式を得る。
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　式 (1.11)より次式を得る。
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