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刊行のことば

われわれを取り巻く環境は，多くの場合，確定的というよりもむしろ不確実

性にさらされており，自然科学，人文・社会科学，工学のあらゆる領域におい

て不確実な現象を定量的に取り扱う必然性が生じる。「確率モデル」とは不確実

な現象を数理的に記述する手段であり，古くから多くの領域において独自のモ

デルが考案されてきた経緯がある。情報化社会の成熟期である現在，幅広い裾

野をもつ情報科学における多様な分野においてさえも，不確実性下での現象を

数理的に記述し，データに基づいた定量的分析を行う必要性が増している。

一言で「確率モデル」といっても，その本質的な意味や粒度は各個別領域ごと

に異なっている。統計物理学や数理生物学で現れる確率モデルでは，物理的な

現象や実験的観測結果を数理的に記述する過程において不確実性を考慮し，さ

まざまな現象を説明するための描写をより精緻化することを目指している。一

方，統計学やデータサイエンスの文脈で出現する確率モデルは，データ分析技

術における数理的な仮定や確率分布関数そのものを表すことが多い。社会科学

や工学の領域では，あらかじめモデルの抽象度を規定したうえで，人工物とし

てのシステムやそれによって派生する複雑な現象をモデルによって表現し，モ

デルの制御や評価を通じて現実に役立つ知見を導くことが目的となる。

昨今注目を集めている，ビッグデータ解析や人工知能開発の核となる機械学

習の分野においても，確率モデルの重要性は十分に認識されていることは周知

の通りである。一見して，機械学習技術は，深層学習，強化学習，サポートベ

クターマシンといったアルゴリズムの違いに基づいた縦串の分類と，自然言語

処理，音声・画像認識，ロボット制御などの応用領域の違いによる横串の分類

によって特徴づけられる。しかしながら，現実の問題を「モデリング」するた

めには経験とセンスが必要であるため，既存の手法やアルゴリズムをそのまま
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ii 刊 行 の こ と ば

適用するだけでは不十分であることが多い。

本シリーズでは，情報科学分野で必要とされる確率・統計技法に焦点を当て，

個別分野ごとに発展してきた確率モデルに関する理論的成果をオムニバス形式

で俯瞰することを目指す。各分野固有の理論的な背景を深く理解しながらも，

理論展開の主役はあくまでモデリングとアルゴリズムであり，確率論，統計学，

最適化理論，学習理論がコア技術に相当する。このように「確率モデル」にス

ポットライトを当てながら，情報科学の広範な領域を深く概観するシリーズは

多く見当たらず，データサイエンス，情報工学，オペレーションズ・リサーチ

などの各領域に点在していた成果をモデリングの観点からあらためて整理した

内容となっている。

本シリーズを構成する各書目は，おのおのの分野の第一線で活躍する研究者

に執筆をお願いしており，初学者を対象とした教科書というよりも，各分野の

体系を網羅的に著した専門書の色彩が強い。よって，基本的な数理的技法をマ

スターしたうえで，各分野における研究の最先端に上り詰めようとする意欲の

ある研究者や大学院生を読者として想定している。本シリーズの中に，読者の

皆さんのアイデアやイマジネーションを掻き立てるような座右の書が含まれて

いたならば，編者にとっては存外の喜びである。

2018年 11月

編集委員長 土肥 正コ
ロ

ナ
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ま え が き

期待利益の最大化あるいは期待損失の最小化というような明確な最適化基準

の下で，対象とする確率過程の変化を逐次観測しながらどの時点で所与の行動

をとるかを決定するのが確率最適化（stochastic optimization）と呼ばれる問題

である。その中でも，どのタイミングで観測を停止する（多くの場合，そのとき

の対象を選択して停止する）かを決める問題が最適停止問題（optimal stopping

problem）であり，秘書問題（secretary problem）は秘書のポストを求めて出

現する応募者の中から望ましい人を採用するという状況設定を用いた特殊な最

適停止問題と考えられる。最適停止問題を解くことは一般に困難であるが，秘

書問題はその特殊な構造の見返りとして実際に解くことができる問題も多く，

そのエレガントな解が人々を引き付けてきた。

秘書問題の基本的な枠組みはつぎのように述べられる。秘書 1人の採用に対

して n人の応募があり，採用者は応募者の能力を 1（最良）から n（最悪）ま

で順位（絶対順位）によって評価することができる。したがって，全員を一堂

に集めて集団面接すれば容易にその中の最良を選ぶことができるが，応募者が

毎時 1人ずつランダムな順序で面接に臨む場合はどうなるか。この場合，採用

者の利用可能な情報は応募者の相対順位（すでに面接をすませた人の中での順

位）だけで，それに基づいて毎時採用か不採用（パス）かを決めなければなら

ない。一度パスしたら後からは採用できない。また，最初の n − 1人をパスし

たら最後の応募者を採用しなければならない。

最適化基準に関して二つのモデルを紹介しよう。最もよく知られたモデルは

ベスト（最良）をねらう問題である。この問題は自然対数の底 e の逆数 e−1

（≈ 0.368...）と関係している。すなわち，nが大きくなると，全体の約 37%（≈
e−1n）の応募者をパスし，その後に出現する最初の相対順位 1の応募者を採用
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iv ま え が き

することが最適となる。また，この最適ルールの下で実際にベストが選ばれる

確率も e−1に近づく（定理 1.1）。Lindley40)†は，このモデルを最良の伴侶を選

ぶ結婚問題に適用し，つぎのような具体例を挙げている。18歳から 40歳まで

を適齢期と考える男性の最適選択ルールは，18 + (40 − 18) × 0.368 ≈ 26とな

ることから，26歳までは観察するにとどめ，その後最初の相対順位 1の女性に

プロポーズせよというものである。n = 40− 18 = 22とみなし，これを大きな

数と考えているようであるが，実際の出現数は 22人とはかぎらない。このよう

に出現数に不確実性がある場合は，むしろ 6章で紹介する Bruss4) の連続時間

モデルのほうが適切と考えられる（定理 6.7，系 6.1）。両者は似た結果を与え

るが，Brussモデルは出現数の不確実性に対して頑健性がある。

もう一つのモデルは選ばれた応募者の順位（の期待値）を最小にする問題で

ある。n人の中の最良が順位 1，そのつぎが順位 2，. . .，最悪が順位 nであっ

たから，これも適切な最適化基準と考えられる。このとき nが大きくなると，

最適ルールの下で達成される期待順位はつぎの無限積
∞∏

j=1

(
j + 2

j

)1/(j+1)

=
(

3
1

)1/2 (4
2

)1/3 (5
3

)1/4

· · · ≈ 3.869 5

に近づく。なんと，平均的に順位 4以下の人を選ぶことができる（定理 1.2）。

最適ルールは少し複雑である。まず，全体の 26%の応募者をパスする。その後，

相対順位 1の応募者が出現すればただちに採用するが，もし 45%まで面接をつ

づけても該当者が出現しなければ，その後は相対順位 1でも 2でも早く出たほ

うを採用する。さらに，56%まで面接をつづけても該当者が出現しなければ，相

対順位 3以下まで基準を緩める。このように，最適ルールは時間の進行と共に

採用基準を緩和する。

最初のモデルは最良選択（best choice，BC）問題と呼ばれ，2番目のモデル

は順位最小化（rank minimization，RM）問題と呼ばれる。最適化基準に従っ

た分類である。利用可能な情報に従った分類も可能である。上に述べた二つの

モデルでは，利用可能な情報は応募者の相対順位だけであった。このような問

† 肩付き数字は，巻末の引用・参考文献の番号を表す。
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ま え が き v

題を無情報型（no information，NI）と呼ぶ。この対極にあるのが完全情報型

（full information，FI）と呼ばれる問題で，そこでは k番目の応募者に付随す

る評価値 Xk，1 <= k <= n が観測され，それが利用可能な情報となる。通常，

X1, ...,Xn は区間 (0, 1)上で一様に分布する独立確率変数列と仮定される。完

全情報型は無情報型より情報が多いので，採用者にとって（期待利得が大きい）

ベターな決定が期待できる。

本書の構成は以下のようになっている。1章では，最適化基準と利用可能な情

報の組合せからなる四つの問題，すなわち無情報型最良選択問題，無情報型順位

最小化問題，完全情報型最良選択問題，完全情報型順位最小化問題を紹介する。

本書では，これらはしばしば英語の頭文字をとって，NIBC，NIRM，FIBC，

FIRMと略記される。2章では，NIBCの多方面への一般化を試みる。3章で

は，NIRMに関係した変形モデルをいくつか紹介する。4章の Sum–the–odds

定理も，NIBCの一般化と考えられるが，1–sla（1–stage look–ahead）ルール

との関係から興味深い応用につながる。5章の問題は Ferguson21) が提起した

問題で，秘書問題のルーツといえる数当てゲームのグーゴル（Googol）と深く

関係している（グーゴルについては，そこで改めて紹介する）。ここまでは応募

者総数 nを既知と仮定しているが，6章では未知の場合への拡張を試みる。7章

では，期間最大化という新しい最適化基準の下で秘書問題を考える。期間最大

化問題と最良選択問題の間の興味深い対応関係も示される。秘書問題では，n

を大きくしたときの特性値の挙動に大きな関心が寄せられるが，これを調べる

ことは，特に完全情報型問題の場合は容易ではない。8章では，この困難を克

服する試みとして提案された PPP（planar Poisson process）によるアプロー

チを紹介する。これは，完全情報型の極限問題を平面ポアソン過程の上で考え

ようというものである。

秘書問題の歴史についてはFerguson21)に詳しい。それによれば，活字になっ

た最初の秘書問題は Scientific Americanに掲載されたGardner27)のグーゴル

に関する記事と考えられている。したがって，秘書問題は 60年を超す歴史を有

する。1960年代に入ると，Lindley40)，Dynkin19)，Chow, Moriguti, Robbins
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and Samuels13)，Gilbert and Mosteller30)，Dynkin and Yushkevitch20)など

著名な研究者による重要な研究がつぎつぎと発表された。中でも特筆すべきは

Gilbert and Mosteller30) で，この論文に含まれる多くのモデルはその後の発

展の
ほう

萌
が

芽となり，いまなお，この分野を目指す人の必読論文でありつづけてい

る。少し遅れるが，Chow, Robbins and Siegmund14)，DeGroot16) も最適停

止の研究に大きな影響を与えた。

秘書問題のサーベイ論文としては Samuels81)，Ferguson21)，Freeman26)が

推奨される。坂口75)，玉置93) からは文献に関して若干の追加情報が得られる。

研究集会の報告書としては，アメリカ数学会の Contemporary Mathematics

125 (1992)やポーランドの数学会誌Matematyka Stosowana（Mathematica

Applicanda 44(1) (2016)）が参考になる。秘書問題に特化した本としては，

Berezovskiy and Gnedin3)のロシア語本が知られている。Ferguson22)の電子

テキスト “Optimal Stopping and Applications”は，広く最適停止問題を研究

する人にとって格好のテキストである。この本は秘書問題にもスペースを割い

ていて，本書の執筆に際しても利用させていただいた。和書では最近，高木英

明著「秘書問題入門」88)が出版された。豊富な計算例を通して秘書問題が体感

できる。穴太克則著「タイミングの数理」1) も参考になる。

本書は厳密な理論展開というよりは直感的理解を重んじた記述になっている。

したがって，読む上で高度な数学は必要とされない。理系学部で学ぶ微分積分

と応用確率論の知識があれば十分である。ただし，結果の紹介にとどまる箇所

が一部ある。本書を通して，多くの人に秘書問題の面白さを知っていただけれ

ば幸いである。

最後に，研究生活でお世話になった方々に謝意を表したい。筆者をこの分野

に導いて下さった坂口実教授（大阪大学）に感謝いたします。前述の論文をご

覧になれば，先生の秘書問題への強い思いが伝わってきます。Thomas Ferguson

(UCLA)，Thomas Bruss (Université Libre de Bruxelles)，Krzysztof

Szajowski (Wroc�law University of Technology)，Vladimir Mazalov (Karelian

Research Center of the Russian Academy of Science)の諸先生方の 30年を

コ
ロ

ナ
社



ま え が き vii

超えるご
こう

交
ぎ

誼に感謝いたします。この中の 3氏とは共同研究の機会にも恵まれ

ました。生前親しくご指導いただいた大野勝久先生（名古屋工業大学）の
くん

薫
とう

陶

も忘れられません。しばしば有益なご助言をいただいた中井達先生（千葉大学）

のご厚情にも感謝いたします。数値計算などでお世話になった
い

畏
ゆう

友，太田拓男，

浅倉史興，玉井清二，有澤健治の諸氏に改めてお礼申し上げます。ITに精通し

た王 先生（長崎総合科学大学）の献身的支援に深く感謝いたします。遅筆の

筆者に辛抱強くお付き合いただき，原稿のチェックと適切なご助言をいただい

たコロナ社の皆様に厚くお礼申し上げます。最後に本書の執筆をおすすめいた

だいた編集委員長の土肥正教授（広島大学大学院）のご厚意と貴重なコメント

に深甚なる謝意を表します。

本書を父母に捧げる。

2023年 5月

玉置 光司
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1 秘書問題の主要モデル

本章では秘書問題の四つの主要モデルを紹介する。2種類の情報構造と 2種

類の最適化基準の組合せである。

1.1 秘 書 問 題

秘書問題（secretary problem）は，秘書のポストを求めて出現する応募者の

中から望ましい人を採用する（採用を停止と呼ぶことがある）という状況設定を

用いた特殊な最適停止問題（optimal stopping problem）である。その中でも

よく知られた古典的秘書問題（classical secretary problem）は，Ferguson21)

にならえば，その構成要素は以下のように列挙される。

1. 秘書の採用は 1人である。

2. 応募者総数 nは既知である。便宜上，毎時 1人ずつ出現するものとする。

3. 採用者（意思決定者）は応募者を（面接によって）評価することができ

る。すなわち，応募者を一堂に集めれば，1（最良）から n（最悪）まで順

位（絶対順位（absolute rank））を付けることができる。実際には 1人

ずつ出現するので，採否の決定は応募者の相対順位（relative rank）（す

でに面接をすませた人の間での順位）に基づいて行われる。

4. 応募者の出現順序はランダムである。すなわち，n!通りの順列（出現順

序）は等確率で起こる。

5. 応募者を面接したら，採用か不採用かをただちに決める。前者の場合は
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2 1. 秘書問題の主要モデル

その時点で採用プロセスは終了する（停止する）が，後者の場合は（も

し存在すれば）つぎの応募者との面接に進む。

6. 一度断った人を後から採用することは許されない。

7. 採用者の目標は最良（絶対順位 1）の応募者を選ぶことである。すなわ

ち，最良を選べば利得は 1であるが，それ以外を選べば利得は 0である。

秘書問題の発展とは，上記各項目の変更ないしは拡張と考えられる。例えば，

項目 3. は応募者の評価のために（採用者にとって）利用可能な情報が相対順

位だけであることを述べているが，具体的な数値で評価できる場合は，3.をつ

ぎの 3′.で置き換えた問題がよく研究されている（Gilbert and Mosteller30)，

Sakaguchi73)）。

3′. k番目の応募者の評価値をXk，1 <= k <= nで表す。X1, . . . , Xn はたが

いに独立で同一の分布に従う連続確率変数列で，それらは共通の既知の

分布関数 F (x)をもつ。採否の決定は，それまでに観測された評価値に

基づいて行われる。

連続性の仮定は，異なる応募者の評価値が等しくなる（タイの）可能性を排

除するためである。利得が順位に依存する場合，F (x)を区間 (0, 1)上の一様分

布関数と仮定しても一般性を失わない。なぜならば，Yk = F (Xk)と変換すれ

ば，よく知られているように Yk は区間 (0, 1)上の一様確率変数となり，この変

換によってX1, . . . , Xn の間の大小関係は Y1, . . . , Yn の間でも保たれるからで

ある。3′.においては，利用可能な情報を相対順位に落とし込むことができるの

で，3.の場合より情報が豊富である。この観点から，3.の場合を無情報型（no

information）と呼び，3′.の場合を完全情報型（full information）と呼ぶ。前

者を NI，後者を FIと略記することがある。もう一つの変更は最適化基準に関

するもので，項目 7.をつぎの 7′.で置き換えた問題である（Lindley40)，Chow,

Moriguti, Robbins and Samuels13)，Robbins65)）。

7′. 採用者の目標は選んだ応募者の期待順位を最小にすることである。

項目 7.はベスト（最良をベストと呼ぶことがある）以外は価値がないという
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1.2 無情報型モデル 3

極端な基準であるが，応募者は順位が小さいほどベターであるから，項目 7′.

は自然で妥当な基準と考えられる。最適化基準の観点から，7. の場合を最良

選択問題（best choice problem）と呼び，7′.の場合を順位最小化問題（rank

minimization problem）と呼ぶ。前者を BC，後者を RM と略記することが

ある。この分類に従えば，古典的秘書問題は無情報型最良選択問題，すなわち

NIBCと見ることができる。本章では 3.と 3′.，7.と 7′.の組合せからなる以下

の四つの問題を紹介する。

• 無情報型最良選択問題（NIBC）。

• 無情報型順位最小化問題（NIRM）。

• 完全情報型最良選択問題（FIBC）。

• 完全情報型順位最小化問題（FIRM）。

1.2 無情報型モデル

無情報型モデル（NIモデル）の特徴はすでに述べたが，改めて簡単に説明し

よう。秘書のポストを求めて n人の応募者がランダムに出現する。採用者はそ

の都度，面接を行い，観測された相対順位に基づいて，その応募者の採否を決め

る。一度断った人を後から採用することは許されない。最初の n − 1人を断っ

たら最後（n番目）の応募者は必ず採用しなければならない（本書では，特に断

らないかぎり，最後の応募者の採用を仮定する）。採用者の目的は与えられた問

題の最適（採用）ルールを求め，可能であればそのルールの下で達成される（期

待）利得を計算することである。nを大きくしたときの漸近挙動（asymptotic

behavior）にも関心がある。

本書では，しばしば k番目の応募者（時刻 kに出現する応募者）の相対順位

を Rk で，絶対順位を Ak で表す。したがって，Ak が集合 {A1, . . . , Ak}の中
で j 番目に小さいとき，Rk = j となる（1 <= j <= k <= n）。最初に，NIモデル

の重要な性質を二つ与える。
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4 1. 秘書問題の主要モデル

補題 1.1 確率変数 R1, . . . , Rn はたがいに独立で，Rk の分布は一様で

ある。すなわち

P{Rk = j} =
1
k

, 1 <= j <= k, 1 <= k <= n (1.1)

で与えられる。

【証明】 1, . . . , nの n個の要素からなる n!通りの順列の集合を Qとする。ラン

ダム性の仮定（前述の項目 4.）より，任意の順列 (a1, . . . , an) ∈ Qに対して

P{A1 = a1, . . . , An = an} =
1

n!
(1.2)

である。R1, . . . , Rn の実現値は A1, . . . , An を一意に決めることに注意する。例え

ば，n = 4 で R1 = 1，R2 = 1，R3 = 3，R4 = 2 のとき，逆向きにたどれば，

A4 = 2，A3 = 4，A2 = 1，A1 = 3であることがわかる。したがって，R1, . . . , Rn

の生起確率は対応する A1, . . . , An の生起確率に等しい。これは式 (1.2)より任意の

rj = 1, . . . , j，1 <= j <= nに対して

P{R1 = r1, . . . , Rn = rn} =
1

n!
(1.3)

を意味する。この同時分布から，Rn の周辺分布はつぎのように計算される。

P{Rn = rn} =
∑
r1

· · ·
∑

rn−1

P{R1 = r1, . . . , Rn−1 = rn−1, Rn = rn}

=
∑
r1

· · ·
∑

rn−1

1

n!

=
(n− 1)!

n!

=
1

n

3番目の等式は rjが j通りの値をとるので，n−1重和の項数が全部で 1·2 · · · (n−1) =

(n−1)!個あることから得られる。同様にして，Rkの周辺分布がP{Rk = rk} = 1/k，

すなわち，式 (1.1)が示される。このことは，式 (1.3)との比較から

P{R1 = r1, . . . , Rn = rn} = P{R1 = r1} · · ·P{Rn = rn}

の成立を意味し，R1, . . . , Rn の独立性が示される。

◇

コ
ロ

ナ
社



1.2 無情報型モデル 5

補題 1.2 k番目の応募者の相対順位が j であるとき，以下が成立する。

(a) この応募者の順位が iである確率は次式で与えられる。

P{Ak = i | Rk = j} =

(
i − 1
j − 1

)(
n − i

k − j

)
(

n

k

) (1.4)

ただし，j <= i <= n − k + j，1 <= k <= n。

(b) この応募者の期待順位は次式で与えられる。

E[Ak | Rk = j] =
(

n + 1
k + 1

)
j (1.5)

【証明】

(a) S を絶対順位 1, . . . , i− 1の応募者の集合，T を絶対順位 i+ 1, . . . , nの応

募者の集合，そして U を絶対順位 i（だけ）の応募者の集合とする。求める確率は，

n人から k 人をランダムに選ぶとき，S から j − 1人選び，T から k − j 人選び，

U から 1人（絶対順位 i）を選ぶ確率であるからただちに式 (1.4)を得る。

(b) 最も簡単な証明は条件付確率の和が 1となることを利用することである。す

なわち，
n−k+j∑

i=j

P{Ak = i | Rk = j} = 1より

n−k+j∑
i=j

(
i− 1

j − 1

)(
n− i

k − j

)
=

(
n

k

)
, j <= k <= n (1.6)

を得る。したがって

E[Ak | Rk = j] =

n−k+j∑
i=j

iP{Ak = i | Rk = j}

=

n−k+j∑
i=j

i

(
i− 1

j − 1

)(
n− i

k − j

)
(
n

k

)

コ
ロ

ナ
社



あ と が き

本書の副題は「秘書問題とその周辺」であった。「まえがき」で秘書問題が特

殊な最適停止問題であることは述べたが，それではその境界はどこにあるのだ

ろうか。従来，研究者は思い思いのイメージで秘書問題という言葉を使ってき

たが，この言葉の定義を試みたのが Ferguson21) である。つぎのような定義を

与えた。

A secretary problem is a sequential observation and selection prob-

lem in which the payoff depends on the observations only through their

relative ranks and not otherwise on their actual values.

この定義に従えば，これまで本書で扱った問題は必ずしもすべてが秘書問題で

はなかったかもしれない。例えば，Sum–the–odds定理を秘書問題に含めるこ

とには異論が出るかもしれない。副題を付けたのはこのような理由からである。

紙数の関係で本書では紹介できなかったが，Fergusonの定義に照らせば秘書

問題に入る可能性がある二つの問題を簡単に紹介して，本書を終える。

(a) Tamaki and Shanthikumar101)： n個の評価値Xk，1 <= k <= n

が独立で同一の分布に従うとき，FIBCはこれらの最大値を選ぶ問題で

あった。すなわち，Li = max (X1, . . . , Xi)，1 <= i <= nとすると

P{Xτ∗ = Ln} = sup
τ

P{Xτ = Ln}

となる停止時刻 τ∗ を求める問題であった。それに対して，この論文は

必ずしも最大値である必要はなく，最大値に十分近ければよいと考え

る。すなわち，Lnに関する許容関数 ρ(Ln)を導入し，選んだ評価値と

最大値 Ln の差が許容範囲内にあればよい。つまり
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あ と が き 253

P{Xσ∗ >= Ln − ρ(Ln)} = sup
σ

P{Xσ >= Ln − ρ(Ln)}

となる停止時刻 σ∗ を求める問題である。

(b) Tamaki92)： m個のマイナスボール（ボールに “−1”の印）と p個の

プラスボール（ボールに “+1”の印）が入っている壺から非復元抽出で

毎時 1個ずつボールを取り出し，Xj で時刻 jに取り出されたボールの値

を示す。すなわち，j 番目のボールがマイナスボールかプラスボールか

に従って，Xj = −1あるいはXj = 1とする。Z0 = 0，Zn =
n∑

j=1

Xj，

1 <= n <= m + pで確率過程 {Zn}m+p
n=0 を定義し，この過程の最大値で停

止する確率を最大にする問題である。
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