
硯代券線形科学シリーズ 6 

精度保証付き数値計算

工学博士大石進一著

コロナ社

コ
ロ
ナ
社

https://www.coronasha.co.jp/np/isbn/9784339026054/


現代非線形科学シリーズ編集委員会

編集委員長 大石 進一(早稲田大学教授・工学博士)

編集委員 合原 幸(東京大学大学院教授 ・工学博士)

(50音111貢) 香田 徹(九州大学大学院教授・工学博士)

田中 衛(上智大学教授 ・工学博士)

(所属は編集当時のものによる)

コ
ロ
ナ
社



刊行のことば

理工学においては，実在する現象に対し，それをある程度理想化した物理モ

デルをつくる。理工学が今日のように発展したのは，この物理モデルから，微分

方程式で記述される数学モデルを導き，これを解くことによって，未知の現象

を予測したり，新しい工学的な製品を設計することが可能であったからである。

このような物理モデルを経て，数学モデルをつくり，これを解くことによっ

て，現象を説明する方法を確立したのはニュートン (Newton)である。ニュー

トンは力学現象の物理モデルをつくり，それからニュートンの運動方程式と呼

ばれる微分方程式の導き方を示した。そして，微積分学を創始して，これを解

く方法を与えた。これを契機として，電磁気学，相対性理論，量子力学などが

作られ，半導体などの発明に結びつき，コンピュータが実現されるようになっ

た。このような方法は，生体や脳，経済現象などの社会科学にまで適用される

ようになっている。このように現象の物理モデルをつくり，それから，数学

モデルとして徴分方程式を導き，これを解いて，現象の予測や，設計を行うと

いう方法により，現代の高度に発展した科学技術が築かれてきた。なぜ，この

ような数学モデルがこれほどまでに有効なのか，それは謎である。逆にいえば，

科学が成立できたのは，困難の連続の中で，ほとんど唯一の成功といってよい，

微分方程式によるモデル化という方法論を得たからということができよう。

こうしてどのような理工学の分野にたずさわっても，現象のモデル化によっ

て得られた微分方程式を解析して，現象に対する知見を導きだすことが要求さ

れるようになる。従来，小さな入力を加えれば，それに対する応答は入力に比

例して大きくなるような現象を利用して，工学的なシステムが作られることが

多かった。すなわち，線形性の利用である。しかし，科学技術が高度に発展す

るにつれて，そのような線形性の仮定が成立しないような領域での現象を取り
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11 刊行のことば

扱うことが普通となりつつある。すなわち，現代は非線形現象と相対すること

が，分野を越えて共通する時代となっているのである。

従来，非線形現象のモテソレである非線形微分方程式を解くことは容易なこと

ではなった。しかし，計算機環境の飛躍的な発展により，現代では，コンビュー

タを駆使して数値計算によって近似解を求め，それによって微分方程式から現

象に関する情報を引き出すことが可能となっている。こうして，カオス，ソリ

トン，フラクタルなど予想もしなかったような非線形現象および新しい概念が

発見されている。また，コンビュータ技術の発展により，離散系(ディジタル

系)の研究，応用がめざましく進展している。さらに，コンビュータはニューラ

ルコンビュータなど，人間の脳をめざして新しい方向へ発展しつつあるが，こ

れらも非線形科学にその基礎を置く部分が多い。

本シリーズは，このように現代理工学の学習，研究においていまや必修となっ

た非線形科学 ・工学について，数学的，物理的基礎から工学的研究の第一線ま

でを体系的に習得するための専門教科書シ リーズとして編まれたものである。

すなわち，本シリーズの内容は非線形解析入門，非線形物理などの基礎から始

めて，カオス，ニューラルネ yト，ソリトン，フラクタルなどの非線形科学の

新しい基礎，精度保証付き数値計算，高速自動徴分などの数値計算法から生体，

経済現象に至るまで，非線形科学全般にわたっている。それぞれの巻の著者は

各分野の気鋭の研究者にお願いすることができた。本シリーズにより，理工学

における新しい共通基礎分野としての非線形科学が基礎から第一線まで総合的

に学習できるようになると考えている。

編者は，内容を吟味して，時には書き直しまでお願いしている。御協力項い

た各著者に深謝する次第である。また，新しい時代のシリーズとして共通のス

タイルファイル(町民)による執筆も行った。スタイルファイルを作成して下

さった中央大学牧野光則助教授に感謝する。また，本シリーズの企画において

大変お世話になったコロナ社の各位に心から御礼申し上げる。

1997年春

編集委員長 大石進一
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まえがき

数値計算法とは，連続数学の問題を計算機上で四則演算に還元して解く手法

のことをし寸。計算機が発明されたのは 1940年代であるから，まだ半世紀しか

経過していなし、。計算機の発明に深く関わったフォンノイマンとチューリング

は，計算機の発明後，ただちに連立一次方程式の数値計算における誤差解析論

を発表している。これにより，かなり一般的な連立一次方程式の解の，かなり

よい近似が数値計算によって求められることが示された。これらは現代数値解

析の研究の始まりである。その後半世紀経過し，多くの優れた研究者により数

値解析理論は高度に発展した。また，計算機技術も驚くような発展をし，いま

や少し前の大型計算機がパソ コンとして一人に一台占有して使える時代となっ

た。この間，多くの科学的発見に数値計算は貢献した。また，さまざまな工学

的技術が数値計算をもとに構築された。

しかし，そのような現代になっても，数値計算のつぎのような基本問題が残

されたままである。占部実の言葉を借りよう。

「電子計算機を用いる数値計算にあっては，その計算は正確には行われない。

四則演算の結果はそのつど四捨五入によって丸められるし，極限を含む無限演

算はすべて有限演算で近似して行われる。したがって計算結果は，つねにある

程度の誤差をともなっている。そこで，計算結果から正しい結論を得るために

は，この計算結果に含まれている誤差を評価して真の値の範囲を確定すること

が必要になる。このことは，数値計算に従事している人たちの間ではあまりと

り上げられなかったが，これは一つには結果を得るのに急でそこまで子がまわ

らなかったということ，また一つにはこのような仕事は労が多くて報われるも

のが少ないと考えられていたこと，この二つに原因があるように思われる。(中

略)今後は計算結果の誤差評価を行って真の値の範囲を確定し，数値計算によっ
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lV まえがき

て得られた結論を論理的にも正しいものにする必要がある。 J (京都大学数理解

析研究所講究録(1972)より抜粋)

連続数学の問題の真の解の存在を証明したり，真の解との誤差範囲が保証さ

れた精度のよい近似解を得る数値計算を精度保証付き数値計算とし寸。著者は

1990年以来この分野の研究に取り組んできたが，最近になって，近似解の精度

保証が近似解を得る子聞の数倍の手間 (2倍程度)で可能であることに気づいた。

基本がシンプルなので数値計算のどの分野にも適用できる。こうして，精度保

証付き数値計算の研究を始めて以来， 10年来の夢であった“精度保証付き数値

計算が簡単かつ高速にできる"ことが実現した。結果的にみれば，線形計算に

おいては，丸めの制御を適切な場所で行い，従来の数値計算の資産を利用して

精度保証付き数値計算を実行するという，シンプルな方法論になった。ただし，

非線形系の計算については，区間演算の利用が必要となり，効率的な解析がで

きるようになるためには， CPUに実装する初等関数の精度に関する新しい規約

づくりや，高速な区間演算ライブラリの開発など，従来の資産だけでは不十分

で，新しい展開が必要となる場面も生じるものと思われる。

いずれにしても，数値計算の精度保証が簡単かつ高速にできるようになった

ので，近い将来，数値計算に精度保証を付加するのが日常的となるであろう。本

書は，そのような時代に向けて，数値計算の各分野について高速で効率的な精

度保証付き数値計算のための理論と，この 10年間に蓄積した実際的なノウハウ

を展開したものである。記述の仕方としては，数値計算して近似解を求める段

階の概要をまとめ，その精度を保証する過程を詳述するというスタイルをとっ

た。これにより，数値計算の初学者であっても，本書を理解できるように工夫

した。本書が“数値計算といえば精度保証付き数値計算のことである"時代が到

来するのに少しでも役立てば，著者の喜びはこれに過ぎるものはない。

1999年 11月

大石進一

丸めの制御などに関わる最新情報がhttp:jjwww.oishi.info.waseda.ac.jp j -oishij 
FAQjFAQ.htmlにあるので参照されたし、。
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1 
精度保証の原理

本立では，精度保証付き数値計算とは何かについてから説明し，その基礎と

なる浮動小数点システム，区間解析について学ぶ。

1.1 精度保証付き数値計算とは

コンビュータは数値計算のために開発された。その後，数値計a算以外にもそ

の適用範l羽が広がり，現代のコンビュータ技術に至っている。しかし，依然とし

て，数f直計算がコンビュータ利用の目的のJ位にある ことには変わりがない。そ

して，高速に数値計算するための技術がつねに探求され，その成果がコンビュー

タに実装されている。このような高速な数値計算の!必用例をいくつか挙げると

1 大気の到jきのシミュレーション(数値計算)によって，天気予報の精度が

IIiL卜今しfこ

2 コンビュータグラフィ ックス (CG))11の数値計算が高速に行えるので，リ

アルタイムに動くゲームが楽しめる

などである。

引代のコンビュータにおいて，高速な数値計算ができるのは，技術的には，実

数を浮動小数点数で近似して計算を行うからである。実数には円周率πなどの

無理数もあるが，それを

0.314 15 x 101 )
 

1

・4
• 7
i
 
(
 

のような)1去の有限桁の小数で近似したのが浮動小数点数である。浮動小数点数

による数1i!J計算はi向速で、はあるが， 近似である。近似であるというのは， fI '?i'; 

(1'，)ななl沫では数値計算の結果はかなりいい綿をいっているが，数学的な意味で

は厳慌に iIしいことが保証されていないということである。また，病的な1ヂIJに

おいては，数iIf(己1'5'iーの結果がま ったく見当はずれになってしまうこともある。
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2 1 精度保証の原理

それでは，数値計算結果がどのくらい正しいのか検算をしてはどうか， とい

うことになる。これがじつは難しいのである。 10年前までは，数値計算によっ

て近似解を求めること(これは，普通，数値計算と呼ばれる)に要する計算時聞

を1とすると，検算の時間は 1JJくらいであると考えられていた。また，検算

の方法すらわからない問題も多数存在していた。

ところが，数値計算結果の検算の方法の研究がこの 10年で急速に進み，検算

の時間が 10くらいになった。特に，行列にからむ問題など，線形計算において

は検算の時聞が 1となる場合もある画期的な方法が発見された(著者とドイツ

の研究者 Rump教授との共同研究など)。こうして，数値計算による近似計算

の検算が，高速にできるようになった。これを，精度保証付き数値計算とし寸。

本書は，精度保証付き数値計算の入門から第一線までを，やさしく紹介する

ことを目的として書かれている。

1.2 浮動小数点数

本節では，浮動少数点数とは何かを明らかにする。浮動小数点数を利用して，

近似計算し(数値計算)，浮動小数点数を用いてその結果を検算(精度保証)す

るからである。

浮動小数点数システムについては， IEEE標準 754(IEEE standard 754， 

IEEE 754と略記する)がパソコンやワークステーションなどをはじめとして，

多くのコンビュータで標準的に用い られている。この規格はw.Kahanを中心

とするグループの提案に基づき， 1977年から制定作業が開始され， 1985年に

承認された。例外として有名なのはクレイのスーパーコンビュータである。こ

れは，高速化を狙うために，一部の仕様を意識的にみたさないようにしている。

本書では，以下， IEEE推奨方式 754に基づく 2進数浮動小数点数システムを

考えることにする。これは IEEE754が理論的にも優れたシステムで，その骨

格となる仮定をみたす他の浮動小数点数システムでも以下の議論は同様に成立

するからである。

コ
ロ
ナ
社



1.2 浮動小数点数 3 

すなわち，本書では，浮動小数点数とは IEEE推奨方式 754に基づく 2進数

浮動小数点数システムのことである。

1.2.1 浮動小数点数

IEEE 754に基づく浮動小数点数システムは，浮動小数点数の集合とその上

の演算によって定義される。まず， IEEE 754によって規定される浮動小数点

数の集合について述べよう。

IEEE 754によって規定される浮動小数点数としては四つのタイプの数が用

意されている。それは規格化 2進浮動小数点数，零，非規格化2進浮動小数点

数， NaN (Not a Number，非数)である。

C 1] 2進規格化浮動小数点数 2進規格化浮動小数点数とは

/1 d0 do d町¥
α=土 I~ +二十二+...+ ~-'，ニ 1 x 2e， di = 0か 1¥ 2 ' 22 ' 23 ' '2N ) .. -， ~， 

と書ける数をいう 。e1ninを負の整数， e1TIe 

( 1.2) 
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( 1.3) 

を符号付き仮数 (signedmantissa)とし、ぃ eを指数 (exponent)とし寸。指数

巴も 2進数で表される。通常、単精度，倍精度 (8byte = 64 bit)，拡張倍精度

(10 byte = 80 bit)の浮動小数点数システムがあるが，それらはそれそ、れつぎ

のような浮動小数点システムである。

八T= 24， -126 S;: e 三二 127 

N = 53， -1 022 ~ e ~ 1 023 

N = 64， -16382 S;: e S;: 16383 

ただい拡張倍精度浮動小数点数は標準化されておらず，コンビュータによっ

て異なる。したがって，本書では，特に断ることのない限リ，浮動小数点数と

いえば，倍精度浮動小数点数のことである。

規格化2進浮動小数点システムにおいて表される数の絶対値の最大値は
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4 1. 精度保証の原理

/1 1 1 1¥ 
Xmax ( ~+τ+ τ + ー +百 1 2emax (1.4) 
¥ 2 2・20 ー /

であり， その最小{値直は

町九~川Xrnil山川nin日山11

でで、ある。倍精度数ではそれぞれ

(2 -252) X 21023 = l.797 6931348623157... X 10308 (1.6) 

T 1 023 = 2.22507358507201... X 10-308 (1乃

である。Ixl> xmaxのときにオーバフロー (overfiow)が生じたという。

倍精度浮動小数点数においては，仮数部が53bitである。

2-53二 l.l10223 0246 ・X 10-16 ( 1.8) 

より，倍精度浮動小数点数は 10進数で約 16桁の精度がある。

[ 2 J 零 零:は規格化されて

/0 0 0 0 ¥ 
+ ( ~ + :~ +十 ・+n:' ) 2em;n (1.9) ¥ 2 ' 22 ' 23 ' '2N } 

と表される。

[ 3 J 非規格化2進浮動小数点数 IEEE 754では，浮動小数点数は指数

部が eminとなったとき，仮数部の最初jの桁が 1より 小さい数を表すために，デ

フォル 卜で最初の桁を1とする ことをやめ，ここがOとなる数を置くことを許

す規格となっている。これを非規格化数 (denormalizednumber)という 。非規

格化数の範囲に数が入ることを漸近アンダフロー (gradualunderfiow)という。

このような非規格化浮動小数点数の正で一番小さな数は

T 1 074 = 4.940 656 458 412 465 44・・・X 10-324 )
 
ハu
y
tA
 
，，A
 
(
 

である。これ以下の数になると， アンダフロー (underfiow)が生じたという。

[ 4 J NaN このほかに， IEEE 754では，つぎのような才寺別

な数が用意されている。

(a) NaN (Not a Number)は;=5，∞/∞，十∞十(∞)など不当な演算

の結果として得られる。
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1.2 浮動小数点数 5 

(b) 士∞はオーバフローの結果や零で割った結果として得られる。

(c) 士Oはアンダフローか土∞での割り算の結果として得られる。

本書では，以上の四つのタイプの数のうち NaNを除いたもの，すなわち規

格化浮動小数点数，零，非規格化浮動小数点数の集合をFで表す。 Fの要素の

数は有限個で，区間 [~Xnlax ， X1Tlax]の上に原点対称に分布する。実数zが与え

られたとき，それを挟む二つの浮動小数点数聞の距離を ulp(x)で表す。 ulpは

unit in the last place (ウルプ)のことである。

1.2.2 浮動小数点数への丸めと四則演算

IEEE 754では，浮動小数点数の集合F上での演算は丸めを用いて定義され

ている。

また，つぎの四つの丸めのモードが指定できるように，コンビュータが設計

されていることを要請している。これは，現在のパソコン，ワークステーショ

ンをはじめとして，ほとんどすべてのコンビュータで実現されている。 cを実

数 (cε R)とする。

(1) 上向きの丸め (roundupward) c以上の浮動小数点数の中で最も小

さい数に丸める。これを ム R→ Fと表す。

(2) 下向きの丸め (rounddownward) c以下の浮動小数点数の中で最も

大きい数に丸める。これを ¥l:R→ Fと表す。

(3) 最近点への丸め (roundto near回 t) cに最も近い浮動小数点数に丸

める。これを口 :R→ Fと表す。もし，このような点が2点ある場合に

は，仮数部の最後のビットが偶数である浮動小数点数に丸める。これを偶

数丸め方式 (roundto even)とし寸。

(4) 切り捨て (roundtaward 0) 絶対値がc以下の浮動小数点数の中で

cに最も近いものに丸める。
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