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ま　え　が　き

　なぜ，私たちは電子物性を学ぶのでしょうか。私の一つの理由は宇宙を理解
するためです。私たちの住んでいる，この物理宇宙はビッグバンにより生まれ
膨張しているといわれています。時間を遡って現在から過去に行くと，宇宙は
縮小してどんどん小さくなっていきます。宇宙が生まれるその直前まで過去に
遡ると，宇宙の大きさは点になり，そして，最後には消えてなくなることにな
ります。この小さくなった点の宇宙の，その周りは何なのでしょうか。そのよ
くわからない世界の中に住んでいる私たちはいったい何者なのでしょうか。
　宇宙を構成しているのは物質で，それは原子が凝集した状態です。原子は原
子核と電子から成り，その電子は観測する前は波の状態ですが，観測すると粒
子（波束）として計測されます。観測前は 1個の電子はさまざまな位置に共存
していて，あそこに存在してもいるし，ここにも存在している状態です。この
電子がどこで発見されるのか，その確率の計算の基となる関数が波（波動関
数）で表されます。また，物理的に大きな炭素分子のフラーレンも波であり共
存しているようです。このような，電子，原子，物質とは何か。金属はなぜ電
荷を運びやすいのか。磁石になるのはなぜか，など，物質の性質を理解するの
が電子物性という分野です。物質の性質がわかると，その性質を生かした新し
い有効な機能を持った素子（デバイス）の開発も可能になります。ゆえに電子
物性は科学と工学の両分野で重要な科目といえます。
　私は学部生の頃，教科書だけではなかなか理解できませんでした。高校時代
は 1冊の参考書を読みながら，実際に計算すると答を導き出せます。計算して
確認できたので，理解したという気持ちになれます。けれども，大学での学び
はそううまくいきません。例えば，物理学を理解するとき，数学や他の物理学
の本を何冊も開き，あっちの本，こっちの本，と行き来しながら学んでいきま
す。私が本を読んでいてよく出会ったのは，「この式を計算すると次式となる」
という表現です。よし，計算しようと必死に考えるのですがよくわからない。
導き出せない。図書館に何時間も籠もって，このことが書かれている本はない
か，1冊 1冊開いて探していました。すると，この式を導き出すのに他の本で
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は 10 ページ程度かけて説明していました。「あ，この本ではたった 1行で書い
ているけれど，これを理解するには他の分野の知識を含め 10 ページ必要だっ
たのか。それなら，わからなくて当然だ」と気付きました。私は何時間も時間
をかけないと理解できなかったので，「私はなんて頭が悪いのだろう」と思っ
ていました。学生の皆さんの中には「自分は頭が悪い」と勘違いされている方
がいるように思います。さまざまな本をたくさん探して，読んで，考えて，
やっと理解できますので，どうぞ，自分に自信を持って，理解することを諦め
ずにコツコツと学んでほしいと思います。
　本書は大学，高専の学生を対象として執筆しました。また，大学院生，研究
者の方にも参考になる部分があればと願っています。前半では，量子力学の基
礎，結晶構造，格子振動，電気伝導，エネルギーバンド理論など，固体全般に
共通する基本的な事柄について解説しました。後半は，半導体，誘電体，磁性体，
超伝導体など，性質ごとに分類された物質の特性について解説しています。本
書を執筆する上で心掛けたことは，できるだけ論理的な思考ができるようにし
たことです。暗記は苦しいけれど，理解は楽しいものです。理解する喜びを感
じていただけるように心掛けました。また，論理的な飛躍を少なくするため数
式の展開も詳しく書きました。私のように数学で苦しまないようにと願ってい
ます。
　私はまだまだ学びが足りず，間違っている部分，勘違いをしている部分があ
るかもしれません。皆様からのご指摘をいただければ幸いです。
　最後に，八戸高専校長 東北大学名誉教授 岡田益男先生，山形大学名誉教
授 大嶋重利先生かたがたには，お忙しい中，時間を作って読んでいただき，
たくさんの貴重なご指摘，ご意見をいただきました。心から深く感謝申し上げ
ます。また，本書の図を作ってくれた卒研生の皆さんとたくさんのご配慮をい
ただいたコロナ社の皆様に心から感謝申し上げます。最後に，いつも，支えて
くれた妻に感謝します。皆様，ありがとうございました。
　　2015 年 10 月吉日

 中　村　嘉　孝　
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エネルギー U＝mghを持つ。つぎに，電

界によるポテンシャルエネルギーを考え

る。原点 Oに＋e〔C〕の電荷があるとき，

そこから　r 　だけ離れた点 Aには電界　E＝

(e/4rf0| r |2)( r / | r |)（電荷に作用する力

の場）が生じる。この点 Aに＋e〔C〕の

電荷があるとき，クーロン力　F＝eE＝(e2/4rf0| r |2)( r / | r |)が働く。その力

に逆らって無限遠点から点 Aまで運んだとき，その電荷＋e〔C〕はポテンシャ

ルエネルギー U＝(e2/4rf0| r |)〔J〕を持つ†。ここで，点 Aに正の電荷＋e〔C〕

の代わりに－e〔C〕の電子を置くとき，その電子の持つポテンシャルエネル

ギーは

U
r

e

4 0

2

＝－
rf

（1.35）

となり，負の値となる。正電荷の置かれた原点 Oからの距離 | r | に対するポ

テンシャルエネルギー U（r）の変化の様子を図 1 .2に示す。距離 r0 の位置で

のポテンシャルエネルギーを U0 とする。すると距離 r0 に電子が存在したと

　

1 .4　無限井戸型ポテンシャル中の粒子

　シュレーディンガー方程式が正確に解ける簡単な問題である，無限井戸型ポ

テンシャル中に閉じ込められ束縛された電子について考える。まず初めに，ポ

テンシャルエネルギーについて復習する。力学で学んだように，地球による重

力（力）が存在する空間（重力場）に質量 mの物体があるとき，その物体に

は，図 1 .1のように力　F＝mg（g 　は重力加速度）が働く。その力に逆らって

海面から高さ hにその物体を運んだとき，その物体は位置（ポテンシャル）

1.　量 子 力 学 の 基 礎12

†　点 Aに＋e〔C〕の代わりに＋1 Cの単位電荷を置いた場合，そのポテンシャルエネル
ギーは V＝U/(＋e)＝e/4rf0| r | であり，これが電位である。単位は〔J〕/〔C〕＝〔V〕
となる。

m〔kg〕

h〔m〕

海面

F＝mg
→ →

ポテンシャル
エネルギー
U＝mgh

図 1 .1　 重力場におけるポテン
シャルエネルギー
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とで，水素原子中の電子の波動関数を求める

ことができる。しかし，ポテンシャルエネル

ギーは距離に対して U∝－1/ | r | と変化す

るので計算は複雑になる。そこで，図 1 .3の

ように，x≦0，x≧a で U＝∞，0＜x＜a で

U＝0となる無限井戸型ポテンシャルを考え，

この中に電子が閉じ込められているモデルを

考えれば，原子中の電子の状態の概略を知る

ことができる。つまり，原子中の電子の持つ

ポテンシャルエネルギー Uが距離に反比例するところを，距離に依存せず一

定と単純化して考える。また，一次元とし距離を表す rを xに置き換えて考

える。

　それでは，無限井戸型ポテンシャル中の電子の波動関数，発見確率，そして

エネルギー固有値（電子の取り得るエネルギー）を求めていく。

　x≦0，x≧aの領域の波動関数を考える。この領域ではポテンシャルエネル

ギーが無限大なので，もし仮に，波動関数がこの領域で有限の値を持ってしま

うと発見確率も有限になり，そこに存在している電子のポテンシャルエネル

き，U0 以下のポテンシャルエネルギー

を持つことはできない。つまり，ポテン

シャルの壁（ポテンシャル障壁）がある

と考えることができる。

　いま，水素原子のように，正電荷とし

て陽子 1個を含む原子核，負電荷として

1個の電子を考え，原子中の電子のポテ

ンシャルエネルギーの形を表したものが

図 1.2 であるとみなせる。式　（1.35）　の

ポテンシャルエネルギーをシュレーディ

ンガー方程式　（1.25）　の Uに代入するこ

1.4　無限井戸型ポテンシャル中の粒子 13

O

U(r＝0)＝－∞

U0

r0

U

U＝－
|r|→4rf0

e2

|r|→

図  1 .2　原点 r＝0 に＋e〔C〕の電荷
が，r＝r0 に－e〔C〕が存在したと
きの，－e〔C〕の電荷のポテンシャ
ルエネルギー U(r)の変化の様子

U＝∞ U＝∞

x
x＝0 x＝a

図 1 .3　無限井戸型ポテンシャルコ
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x
x x

m d

d
2

2

2

2

－ ＝
'

{ f{_ _i i （1.36）

となる。ここで，1.3 節で用いた定数係数斉次線形微分方程式の一般解を求め

る方法に従って，この微分方程式の一般解を求める。特性方程式は

m2
02

2＋ ＝
'

m
f

（1.37）

である。判別式 Dは

D
m m

4 1
2 8
2 2＝－ ＝－$ $

' '

f f

（1.38）

となり，エネルギー固有値の値の大

きさ f＞0，f＝0，f＜0 によって，

一般解は（＊）のように異なるので

分けて考えていく。

U＝0の 0＜x＜aの領域のみ考えれば

よい。よって，シュレーディンガー方

程式　（1.25）　において，U(x)＝0 と置

く。すると，この領域のシュレーディ

ンガー方程式は

ギーは無限大になってしまう。無限のエネルギーを持つことは不可能なので波

動関数は 0にならなければならない。したがって，ポテンシャルエネルギー

　（Ⅰ）f＜0（つまり，D＞0の実根）のとき

,

m

m
2 1

8

22

2＝

－

＝ －
$

!

!
'

'
a b

f

f （1.39）

より，微分方程式　（1.36）　の一般解は

x
x x

m m

1

2

2

2
2 2

＋ － － －$ $
' '

f f

C e C e＝ ＋{_ i （1.40）

となる。境界条件 {(x＝0)＝{(x＝a)＝0より x＝0で波動関数は 0にならなけ

1.　量 子 力 学 の 基 礎14

（＊）定数係数斉次線形微分方程式

x xd

d u
a

d
du

bu 02

2

＋ ＋ ＝ 　の一般解は

（ 1）実根　　u＝C1e
ax＋C2e

bx

（ 2）重根　　 u＝(C1＋C2x)e
ax

（ 3）虚根　　 u＝ep(C1 cos qx 

  ＋C2 sin qx)

または
　　　　　　 u＝C1e

(p＋iq)x＋C2e
(p－iq)x

ワンポイント

シュレーディンガー方程式

x
x x x

m d

d
U

2

2

2

2

－ ＋ ＝
'

{ f{_f _ _ip i i

 …（1.25）

ワンポイント
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ればならないので，つぎのようになる。

x 0
m m

1

2
0

2

2
0

1 2 1 2

2 2

＝
＋ － － －$ $

' '

f f

C e C e C C C C0＝ ＋ ＝ ＋ ＝ ＝－"`{_ i

 （1.41）

よって

x－ $

x e e

m2

x x x
m m m m

1

2

1

2

1

2 2

1 2

2 2 2 2－

－

－ － － － －

'

f

$ $ $
' ' ' '

f f f f

xsinh

C e C e C

C 2

＝ － ＝

＝ $

{_ ai k

（1.42）

となる。sinhxの関数の形は図 1 .4のように変化する。

もう一つの境界条件，x＝aで波動関数は {(x＝a)＝0

にならなければならないが，sinhxが 0となるのは原

点のみである。つまり，境界条

件を満足できないので，この形

の一般解は，波動関数とはなり

得ない。

　（Ⅱ）f＝0（つまり，D＝0の

重根）のとき

　a＝0より，一般解は

{(x)＝C1＋C2x 

 （1.43）　

境界条件 {(x＝0)＝0より

C1＝0 →∴ {(x)＝C2x （1.44）

となる。つまり，この場合も，{(x＝a)＝0とならず，x＝aにおける境界条件

を満足しない。よって，この形の一般解も波動関数とはなり得ない。

　（Ⅲ）f＞0（つまり，D＜0の虚根）のとき

, p q

m

i
m

i
2 1

8

22

2＝ ＝

－

＝!
$

!

!
'

'
a b

f

f （1.45）

1.4　無限井戸型ポテンシャル中の粒子 15

xsinh
e e
2

x x

＝
－ －

ワンポイント

図 1 .4　関数 sinhx

x

sinh x

0 x

y
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より，一般解は

x x xcos sinC
m

C
m2 2

1 2 2 2＝ ＋$ $
' '

{
f f

_ i （1.46）

または

x
x xi

m
i

m

1

2

2

2
2 2

＋ －$ $
' '

f f

C e C e＝ ＋{_ i （1.47）

となる。一般に，井戸の中に閉じ込められているような場合は，sinax，cosax

を使う場合が多いので，それに従い，式　（1.46）　を使用する。凸型ポテンシャ

ルやステップ状ポテンシャル中を進む進行波を扱う場合には，eiaxなど指数関

数で表された波動関数が採用される。

　境界条件 {(x＝0)＝0より

x cos sinC
m

C
m

C0
2

0
2

0 01 2 2 2 1＝ ＝ ＋ ＝ ＝$ $
' '

{
f f

_ i （1.48）

となる。よって

x xsinC
m2

2 2＝ $
'

{
f

_ i （1.49）

となる。もう一つの境界条件 {(x＝a)＝0より

x sina C
m

a C
2

0 02 2 2＝ ＝ ＝ ＝"$
'

{
f

_ i 　または　sin
m

a
2

02 ＝$
'

f

 （1.50）

となる。C2＝0 では，波動関数が 0になってしまうので

, , , ,
m

a n n
2

0 1 2 32 ＝ ＝$ ! ! !
'

g
f

r _ i （1.51）

という条件が課される。nを量子数という。ここは非常に重要なポイントであ

る。境界条件を満足させるために初めて量子数 nが現れ，連続的ではなく，

飛び飛びの離散的な整数の値しか取り得ない，という条件が現れた瞬間であ

る。実験で明らかになっているように，原子中の電子のエネルギー固有値は離
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散的になるが，この実験事実を説明する理論式が表された瞬間である。

　ここで，量子数 nについて考えてみる。n＝0の場合は

m
a

2
0 02 ＝ ＝$ $

'

f
r （1.52）

となり，mは粒子の質量，'＝h/2rであり，hはプランク定数，井戸の幅 a

は 0ではないので，f＝0が要求される。しかし，ここでは f＞0の虚根の場合

を考えているので，矛盾することになる。よって，n＝0は含まれないことに

なる。つまり

n＝±1，±2，±3，… （1.53）

となる。式　（1.51）　より

x x xsin sin
m

a
n

C
m

C
a

n2 2
2 2 2 2＝ ＝ ＝"` $ $

' '

f r
{

f r
_ i （1.54）

である。ここで，量子数 nが正のときと負のときに分けて考えてみる。

　n＝＋1，＋2，＋3，…の場合の波動関数は

x xsinn C
a

1
1

2＝ のとき ＝ ${
r

_ i （1.55 a）

x xsinn C
a

2
2

2＝ のとき ＝ ${
r

_ i （1.55 b）

となる。

　n＝－1，－2，－3，…の場合の波動関数は

x x xsin sinn C
a

C
a

1
1 1

2 2＝－ のとき ＝
－

＝－$ ${
r r

_ i （1.56 a）

x x xsin sinn C
a

C
a

2
2 2

2 2＝－ のとき ＝
－

＝－$ ${
r r

_ i （1.56 b）

となり，nが正の場合の波動関数の振幅にマイナスが付いた形になる。波動関

数の意味はいまだに明確に理解されているわけではなく，また，式　（1.18）　で

示したように，波動関数は複素数なので，物理空間で観測することはできな

い。観測できないという視点でみると，波動関数自体には物理的な意味はな

く，観測に関わる発見確率，つまり，粒子の位置を観測したときに，位置 x
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1, 2, 3,x x xsin sinC
m

C
a

n
n

2
2 2 2＝ ＝ ＝$ $

'
g{

f r
_ _i i （1.57）

とする。この波動関数には，任意定数が付いているので，規格化（正規化）し

消去する。規格化とは，考えている領域（いまの場合は，電子は 0＜x＜aの

領域にのみ存在している）で発見確率を足し合わせたものは 1になる（確率の

和は 1なので）。つまり

x xd 1
a

2

0
＝{_ i# （1.58）

を計算することで，任意定数を決めることができ

る。つまり

にいる粒子を発見する確率を表す波動関数の絶対値の 2乗 |{(x)|2＝{(x){＊(x)

（ただし，{＊(x)は {(x)の共役複素数）や，物理量の期待値などを計算する場

合のみ，物理的意味が発生する。つまり，|{(x)|2＝{(x){＊(x)のような発見確

率などは，波動関数の振幅の正・負によって変わるわけではなく同じ値を示

す。つまり，n＝1，2，3，…の場合と n＝－1，－2，－3，…の場合の波動関数を

用いて発見確率などを計算した場合，まったく同じ形になるので，nの正負の

うち片方だけで代表させてかまわない。わざわざ，負符号を付けるのも面倒な

ので，代表として正符号で表すことにする。したがって，波動関数を

x x x x x x

xdx x x

x x

sin sin

sin cos

sin sin

d C
a

n
d C

a
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d
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（1.59）

となる。よって
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C C C
a

C
a

C
a

2 2

2

2
2

2 2 2

2

＝ ＝ ＝

＝

"

` ! （1.60　a）

または

C i
a
2

2＝` ! （1.60　b）

である。なぜなら

C i
a a a

0
2

0
2 2

2
2

2

＝ ＋ ＝ ＋ ＝e o

となるからである。

　任意定数は実数でも虚数でもどちらでも数学上はかまわない。もちろん，正

でも負でもどちらでもよい。一般的には実数で表されることが多いので，実数

を選ぶと波動関数は

, , ,x x xsin sin
a

m
a a

n
n

2 2 2
1 2 32＝ ＝ ＝$ $

'
g{

f r
_ _i i （1.61）

と表される。この波動関数 {(x)の形を図 1 .5に，発見確率 |{(x)|2 の形を図

1 .6に示す。
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　電子は粒子であり波でもある，という二重性を持っているが，波を表す波動

関数により電子の性質は表される，という意味で電子は波であるといえる。ま

た，電子の位置を測定すると 1個の粒子として観測されるので，電子は粒子で

ある。正確に述べると，観測前は多くの場合はポテンシャルエネルギーに閉じ

込められていないので，広がった波であるが，観測の際のプローブとの相互作

用が局所的なので，空間的に局所的なポテンシャルエネルギーが生じ，電子の

波動関数がそれによって閉じ込められ波束（粒子のように）となっているので

ある。しかし，ここでは簡単のため粒子と表現する。観測行為による粒子とし

ての顕在化の解釈として以下のものが考えられている。つまり，図 1.6 の発見

確率の分布のように，電子を観測する前は井戸の中のさまざまな場所に同時に

存在（共存）し，観測するとある一点の位置に発見され，顕在化する。この現

象の代表的な解釈を二つ挙げる。一つは，コペンハーゲン解釈と呼ばれ，シュ

レーディンガー方程式と波束の収縮（射影仮説，収縮仮説）を原理とするもの

である。収縮とは広がっていた波動関数が観測により観測点に収縮されるとい

うものである。しかし，なぜ，収縮するのか，その理由はいまだ明らかになっ

ていない4）。また，光速度を超えて収縮することになるが，現在も波動関数が

何なのかわからないので，物体の運動のように光速度を超えてはいけないもの

なのかわかっていないので，相対性理論に反しているのかどうか議論すること

1.　量 子 力 学 の 基 礎20
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は難しい。これに対し，原理をシュレーディンガー方程式のみとする多世界解

釈がある。広がっている波動関数，つまり，その広がりの中に共存している電

子のうち，ある点に存在している電子を観測した場合，その点に電子が存在す

る世界に観測者も存在する。他の位置に存在している電子を観測した観測者の

存在する世界もある。つまり，多世界が同時に存在しているという考え方であ

る。しかし，多世界が共存しているということは，いまの常識では納得するこ

とは難しいと思われている。ほかにも，さまざまな解釈が考えられているが，

どれが正しいのか，未解決な問題として残っている。

　つぎに，図 1.6 に示した n＝1，2，3 のような発見確率を持つ電子のエネル

ギー固有値（電子の取り得るエネルギー）

を計算してみよう。シュレーディンガー

方程式は　①　であったので，波動関数式　

（1.61）　を左辺に代入すると

x
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m d
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1 2 3444 444
＝{（x）

（1.62）

となる。したがって，エネルギー固有値 fは

, , ,
m a

n
n

2
1 2 3

2 2

＝ ＝
'

gf
r

e _o i （1.63）

と表される。図 1 .7に離散的なエネルギー固有値を示す。この図を見ると，a

の小さな狭い井戸の中に閉じ込められた電子のエネルギーは連続的な値を自由

に取れるわけではなく，境界条件から要請された n＝1，2，3，…で規定される，

離散的（飛び飛び）のエネルギーしか取り得ないことがわかる。
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　以上のことを，水素原子に当てはめて

考えると，原子核中の陽子の電荷による

クーロン力によって閉じ込められた原子

中の電子のエネルギーは，離散的な飛び

飛びのエネルギーを持つことが以上のこ

とから予測される。実際，実験により水

素中の電子のエネルギーの離散性が確認

されており，このような単純な無限井戸型ポテンシャルのモデルによって，原

子などミクロの世界の現象を厳密ではないが理解できる。

　

1 .5　有限井戸型ポテンシャル中の粒子

　電荷＋e〔C〕の二つの粒子が作り出す電界における，－e〔C〕の電荷の持

つポテンシャルエネルギーを考える。いま，図 1 .8　（ a）　のように，x＝0と x

＝aに＋e〔C〕の電荷が置かれているとする。x＝xにおける－e〔C〕の電荷

のポテンシャルエネルギーは

x x
U

a

e
4

1 1

0

2

＝－ ＋
－rf

f p （1.64）

となる。ポテンシャルエネルギーは，＋e〔C〕の電荷からの距離に依存する
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図 1 .8　電荷によるポテンシャルエネルギーの形
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ているので，発見確率は有限となる。つまり，壁の中にも粒子を発見し得るこ

とを示している。

　

1 .6　トンネル効果

　図 1 .15のような高さ V0 の凸型ポテンシャル障壁に，V0 より高いエネルギー

固有値 f(f＞V0)を持った電子が，左側から入射した場合を考える。電子のエ

ネルギーが障壁より高い場合，古典論では電子はすべて領域Ⅲに抜けていくと

考えられる。しかし，以下の計算からわか

るように，量子力学の教えるところは，一

部の電子は，x＝0と x＝aの境界で反射さ

れてしまう。このことを確認する。ここで

は領域Ⅰ，ⅡからⅢに透過していく確率を

求める。

　（ⅰ）　x＜0の領域Ⅰにおける，シュレー

ディンガー方程式と波動関数は

x
x x

m d

d
2 2

2 2

－ ＝
'

} f}_ _i i

変形すると

x
x x

d

d m2
02

2

2＋ ＝
'

}
f
}_ _i i

特性方程式は

m2
02

2＋ ＝
'

m
f

判別式は

D
m

4 1
2

02＝－ $ $
'

1
f
?
02f

より虚根となる。よって
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よって，波動関数は

{1(x)＝Aeikx＋Be－ikx （1.105）

となる。

　（ⅱ）　x＞aの領域Ⅲにおける，シュレーディンガー方程式と波動関数も同

様に

x
x x

m d

d
2

2

2

2

3 3－ ＝
'

} f}_ _i i

∴ }3(x)＝Ceik＋De－ik

x＞aの領域Ⅲには，ステップなどのポテンシャルはなく，反射する要素はな

いので D＝0となる。よって，波動関数は

{3(x)＝Ceikx （1.106）

となる。

　（ⅲ）　0＜x＜aの領域Ⅱにおける，シュレーディンガー方程式と波動関数も

同様に
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より虚根となる。よって
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よって，波動関数は

{2(x)＝Feibx＋Ge－ibx （1.107）

となる。波動関数は，滑らかな連続関数でなければならないという境界条件か

ら，x＝0の境界では

{1(0)＝{2(0)→∴ A＋B＝F＋G （1.108）

{1' (0)＝{2' (0)→ ikA e0－ikBe0＝ibFe0－ibGe0 

→∴ k(A－B)＝b(F－G) （1.109）　

x＝aの境界では

{2(a)＝{3(a)→∴ Feiba＋Ge－iba＝Ceika （1.110）

{2' (a)＝{3' (a)→  ibFeiba－ibGe－iba＝ikCeika 

→∴ b(Feiba－Ge－iba)＝kCeika （1.111）　

が成り立たなければならない。ここで，電荷の保存則 div Jc＝－ut/utを考え

てみる。電流密度　 Jc 　はこれに垂直な単位面積を単位時間に通過する総電荷量

である。tは電荷密度である。この保存則は，単位体積から流出（流入）する

総電荷量は，その単位体積に含まれる電荷量の減少量（増加量）に等しいこと

を意味している。量子力学では確率でしか議論できないため，電荷密度 tの

代わりに，確率密度（単位体積中の発見確率）を |}(r, t) | 2 と置いて考える。

確率も保存されるので div J (r, t)＝－u |}(r, t) | 2/utと置ける。ここで， J (r, t)

を確率の流れの密度と呼ぶ。確率の流れの密度　 J (r, t)とは，これに垂直な単

位面積を単位時間に通過する確率の総和となる。粒子が入射し流れる場合は，

確率の流れの密度を用いて考えると便利である。確率の流れの密度は

J
x xu

u

u

u

mi2 1＝ －
'

{ { { {
) )

ie o

となることが導かれている18）。

　入射波の確率の流れの密度は，領域Ⅰの波動関数（式　（1.105））において入
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射波を表す Aeikxを用い
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となる。反射波の確率の流れの密度は，領域Ⅰの波動関数において反射波を表

す Be－ikxを用い
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となる。透過波の確率の流れの密度は，領域Ⅲの波動関数において透過波を表

す Ceikxを用い
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となる。反射率は，入射波の確率の流れの密度の大きさと反射波の確率の流れ

の密度の大きさの比なので
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（1.115）

となる。透過率は，入射波の確率の流れの密度の大きさと透過波の確率の流れ

の密度の大きさの比なので
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となる。したがって，透過率を求めるには，任意定数 Cと Aの比がわかれば

求まる。そこで，先ほどの境界条件を用いて，この比を計算する。

　式　（1.110），（1.111）　より F，Gを Cで表すと
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式　（1 .108），（1.109）　より Aを Fと Gで表し，式　（1.117），（1.118）　を代入し，

C/Aを求めると

式　（1.109）＋k×式　（1.108）　→ 2kA＝(k＋b)F
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となる。よって

C k e k e k4 16 16i k a i k a2 2 2 2 2 2 2＝ ＝ ＝－ －
b b b

b b_ _i i
6 7 84 4

1＝

（1 .120）

式　（1.117） 式　（1 .118）
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よって，式　（4.15）　より
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規格化により

したがって
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l

e
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`i j （4.20）

m
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'
f f f f ` j （4.21）

となる。可能な波数は
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x x y y
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z z
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r r r

` j

4 （4.22）

となる（5.3 節参照）。ここで，nx＝＋1のときは，＋x方向に進む進行波を表

し，nx＝－1のときは，－x方向に進む進行波を意味する。

4 .2 .2　フェルミ球とフェルミエネルギー

　式　（4.22）　で示された，波数空間で

の許される状態を黒丸で示したものを

図 4 .8に示す。エネルギー固有値は式　

（4.21）　なので変形すると

k k k
m

r
2

x y z
2 2 2

2

2
2＋ ＋ ＝ ＝

'

ff p

 （4.23）　

となる。

　この式は，x，y，z軸を波数 kx，ky，kz

kz

ky

kx

2r
l

2r
l

2r
l

図 4 .8　波数空間中の許される状態
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4 .2　金属の自由電子モデル 95

としたとき，半径　 /r m2 2＝ 'f 　の球を表す関数であり，原点から等距離の状

態の電子のエネルギーは等しいことを表している。また，図 4 .9に示すよう

に，（kx，ky，kz）の各点（状態）に半径 aの小球を置き（ただし，a＜(1/2)

(2r/ l)），一つの小球を一つの許された状態とみなす。すると，1辺 2r/ lの立

方体の中に半径 aの小球は立方体の角の部分に小球の 1/8 個が含まれ，8個

の角があるので，(1/8)×8＝1 個，つまり，「波数空間において 1 辺の長さ

2r/ lの立方体の体積は一つの状態」と考えることができる。つまり，「体積

(2r/ l)3＝8r 3/Vの中に，一つの状態がある」と考えることができる。ただし，

V＝l 3 であり，結晶の体積を表す。ここで，体積 Vの結晶中に N個の自由に

動ける伝導電子があったとすると，パウリの排他律（一つのエネルギー状態に

は，スピン↑と↓の 2個の電子しか入れない）から，N/2 個の電子状態が必

要となる。式　（4.22）　からわかるように，kx，ky，kzが小さいほどエネルギーは

低いので，kx，ky，kzの小さい方から電子は入っていく。つまり，半径 rの球の

中心が最もエネルギーが小さいので，球の中心から電子は満たされていく。こ

こで，図 4 .10のように N個の電子が詰まったときの波数（半径）を　

k k k kx yf z
2 2 2＝ ＋ ＋ 　とする。すると，この球内の電子状態の数は

（半径 kfの球の体積）÷（状態 1個当りの体積）

　　　＝半径 kfの球の中に含まれる状態数

なので

kz

ky

kx

2r
l

2r
l

a

2r
l

一つの許される
状態を表す球

図 4 .9　立方体の状態数

ky

kz

kf
kz ky

kx

kx

フェルミ球

図 4 .10　フェルミ球

m
k k k

2 x y z

2
2 2 2＝ ＋ ＋

'
f ` j …（4.21）
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（4.24）

となり，この値が N/2 個に等しい必要があるから
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r re o （4.25）

となる。よって，図 4.10 に示すような半径 kfの球（フェルミ球）の最表面の

最も高いエネルギーは，式　（4.22）　より

m
k k k

m

k

m V
N

m V
N

2 2 2
3

2
3x yf z

f
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2 2 2

2 2 2
2 3

2
2
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' ' ' '

f r ra e ` ek o j o

（4.26）

となる。これをフェルミエネルギーと呼び，kfをフェルミ波数と呼ぶ。ここ

で，金（Au）結晶のように，1個の原子から 1個の伝導電子を放出する場合を

考えると，伝導電子数は原子数と等しくなるので，式　（4.26）　の N/Vは単位

体積中の原子数，つまり，結晶の密度に等しいので，実際の金属の密度を代入

するとフェルミエネルギ－を計算できる。

　フェルミエネルギーを熱エネルギーに換算すると，式　（4.27）　となる。

k T T
kB f f

B
f

f
＝ ＝"`f

f
（4.27）

ここで，Tfをフェルミ温度と呼ぶ。

　フェルミエネルギーを伝導電子の速度に換算すると，式　（4.28）　となる。

mv v
m2

1 2
f ff

f2＝ ＝"`f
f （4.28）

ここで，vfをフェルミ速度という。

　例として Auのフェルミエネルギー，フェルミ温度，フェルミ速度を計算す

る。Auは図 4 .11のように，面心立方構造を持ち，辺の長さ（格子定数）は a
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4 .2　金属の自由電子モデル 97

＝4.078 5Åであり，固体になると＋1価の陽

イオンになるので，1個の Au原子から 1個

の伝導電子を生成する。面心立方構造の場

合，面の中心の原子は，立方体の中に原子 1

個の 1/2 個を含み，6面あるので 1/2×6＝3

個の原子が含まれている。また，8個の角に

は原子1個の1/8個が含まれているので1/8

×8＝1 個の原子があり，合計 4 個の原子が

面心立方格子の中にあるので，伝導電子も 4個となる。よって，伝導電子密度

は

.
. /m

V
N

4 078 5 10

4
5 9 10

10 3

28 3＝
×

＝ × 個
－` j

となる。したがって，フェルミエネルギー，フェルミ温度，フェルミ速度は

.
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となる。つまり，Au結晶の中の最も高いエネルギーを持った電子のエネル

ギー（フェルミエネルギー）は 5.51　eVであり，温度に換算すると 64 000　Kに

相当するエネルギーを持っている。つまり，固体材料は非常に高いエネルギー

状態を維持していることがわかる。

4 .2 .3　状　態　密　度

　結晶中の電子の状態密度を計算する。状態密度とは電子が存在できる単位エ

ネルギー当りの状態の数である。任意の波数 kの球内で許される状態数は，

1
8原子 個

1
2原子 個

図 4 .11　面心立方構造
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式　（4.25）　より

V

k
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r
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（4.29）

となる。ここで，式（4.18 

d）より波数 kは，　k＝ 2 / /k k k m m2x y x yz z
2 2 2 2 2＋ ＋ ＝ ＋ ＋ ＝' 'f f f f` `j j 　であ

るので上式に代入すると，あるエネルギー fまでの状態数は

V m

6

2
2 3

2

3

'r

f_ i （4.30）

となる。一つの状態に↑スピンの電子 1個と↓スピンの電子 1個，合計 2個存

在できるので，上式を 2倍したものがスピンを考慮した状態数となり

G
V m

3

2
2 3

2

3

＝
'

f
r

f
_

_
i

i （4.31）

と表される。これは最低エネルギー状態から任意の

エネルギー fまでの状態数（電子が存在できる座席

の数）を表す。f～ f＋Dfのエネルギー範囲（図

4 .12参照）にある状態数 DG(f)は

G G G＝ ＋ －f f f fD D_ _ _i i i （4.32）

であるから，Dfで割り，単位エネルギー当りの状

態数を求めると

G G G
＝

＋ －

f

f

f

f f f

D

D

D

D_ _ _i i i
（4.33）

となる。ここで，Df→ 0の極限を取り，エネルギー f付近の単位エネルギー

当りの状態数を求めると

kx

f

f＋Dfkz

k

ky

球殻

図 4 .12　 f～f＋Dfのエネ
ルギー範囲
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となる。これを体積 Vで割り，単位体積当りに変換すると
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（4.35）

となる。これは，エネルギー f付近の単位体積かつ単位エネルギー当りの状態

数を表している。したがって，エネルギー幅 dfの中に含まれる状態数は

g d m d
2
2 3

2

3

2

1

＝
'

f f
r

f f_ i （4.36）

となる。この g(f)のことを状態密度（density of states）という。g(f)は　 2

1

f 　に

比例して増加する。図 4 .13　（ a）　に g(f)のエネルギー依存性を示す。

　状態密度 g(f)は電子の存在できる座席の数であり，考えているエネルギー f

を中心にした単位エネルギー当りの座席に電子がどの程度の確率で存在するか

は，次節の確率を表すフェルミ・ディラック分布関数によって決まる。

T＝0

T＝0

T＞0 T＞0

単位
エネルギー

g(f1)

（ a）　状態密度 （ b）　フェルミ・ディラック分布関数 （ c）　電子密度

g(f)

f

ff

f (f)

f

ff

g(f) f (f) 

f

ff

f1

11
2

∝f

g(f1) は，エネルギー f1 付近
の単位エネルギー当りに存在
できる状態数（座席数）を意
味する。

エネルギー fに存在する
電子の分布図

1
2

図 4 .13　エネルギー依存性
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