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第 1章 

問題 1.1 

原子位置のベクトルを xとして 

1 22 2= +x e e  

 

問題 1.2 

m−1（波数）、N m−1（力の定数）、N（= J m−1；力）、F m−1（誘電率）、Pa s（= kg m−1 s −1；粘度）など 

 

問題 1.3 

水分子(B′)の位置を 
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とする。原点の位置を(−t1, −t2)だけずらした新しい座標系の基底を e1′′, e2′′として図 1.2と同様の作図

をすると、新しい座標系での水分子(B)の位置の成分表示は、以下のようになる。 
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問題 1.4 

水分子(B)の 2Hについて 
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3Hについて 
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問題 1.5 
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問題 1.6 
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問題 1.7 
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問題 1.8 
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問題 1.9 
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問題 1.10 

 

 

D)

1 (A)

(

1 0 0 0 0.577 0.577 0.577 0.577

0 1 0 0 0.816 0.816 0 0

0 0 1 0 0 0 0.816 0.816

0 0.577 0.577 0.577 0.577

0 0.816 0.816 0 0

0 0 0 0.816 0.816

m

− − −  
  

= −  
  −  

− − 
 

= − = 
 − 

U X

X

met

met

 

 

問題 1.11 

例えば n = 1では 
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となり，かける順序を変えても結果は同じである。 

  

問題 1.12 

例えば e1軸の周りの回転では以下のようになる。 
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・分配則の成立： 
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・スカラー倍操作と可換： 
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ほかの軸についても同様。 
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問題 1.13 
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第 2章 

問題 2.1 

前半省略（図 1.1 の見方を参照）。分率座標とは、単位格子を単位正方形（三次元の場合は単位立方

体）に移すような変換によって、結晶内の点が移される先の点の座標のことである。 

 

問題 2.2 
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※丸め誤差を考慮して、2.46×2.13 = 5.24とみなす。 

 

問題 2.3 
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問題 2.4 
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問題 2.5 

m1面に関して鏡映させ、そのあと−/2回転させればよい。 
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問題 2.6 
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問題 2.7 



6 

 

1

rhm rhm

1

rhm rhm

1.78 0 1.78 1 1 1
1

1.78 1.78 0 1 1 1
2 1.78

0 1.78 1.78 1 1 1

3.56 0 0 1 0 0
1

0 3.56 0 0 1 0
2 1.78

0 0 3.56 0 0 1

1 1 1 1.78 0 1.78
1

1 1 1 1.78 1.78 0
2 1.78

1 1 1 0 1.78 1.78

−

−

−  
  

= −     −  

   
   

= =       
   

− 
 

= −   − 

F F

F F

3.56 0 0 1 0 0
1

0 3.56 0 0 1 0
2 1.78

0 0 3.56 0 0 1

 
 
 
 
 

   
   

= =       
   

 

  

問題 2.8 

表 2.1の六方晶系の F−１を使って 

 

1 1 1

1
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1
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F x  

となる。※この表では六方晶の格子は図 2.1(b)のように定義されていることに注意。 

 

問題 2.9 

H12(t)を H12(t)と単位行列の積だと考えると、これは 2行目を t倍して 1行目に加えるのと同じことで

ある。同様に H13(t)は 3行目を t倍して 1行目に加えること、H23(t)は 3行目を t倍して 2行目に加え

ることに等しい。 

 

問題 2.10 

 
2 =P Pより、 

 
2 2 2 2 3 3n n n n n− − − −= = = = = =P P P PP P P PP P  

 

問題 2.11 

2×2行列を例に考える。行列 Aを 

 
1 1

2 2

a b

a b

 
=  
 

A  

として、軸の二等分線上の鏡映 U[md]、拡縮 C、せん断 H、射影 Pの変換行列をそれぞれ 
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とすると、これらの行列と Aの積の行列式は 
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0 1

1
det{ } det

0 1

1 0

0 0

a b a b
m m

a b a b

a b ca cbc
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=  
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となって、行列式の性質(i)～(iv)を満たしている。それぞれ積の順序を逆にすると 
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0 1
[ ]

1 0

0

0 1

1

0 1

01 0

00 0

a b b a
m

a b b a

a b ca bc

a b ca b

a b a b tat

a b a b ta

a b a

a b a

    
= =    

    

    
= =    

    

+    
= =    

+    

    
= =    

    

AU

AC

AH

AP

 

となって、性質(i)～(iv)を「列」について書き換えた形になる。式(2.77)より、これらの積の行列式は

積の順序を変える前と等しい。 

 

問題 2.12 

式(2.86)の第 1式と第 2式をそれぞれ両辺二乗する。 

 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2

( cos sin 2 cos sin )

( sin cos 2 cos sin )

c a a a a b

c a a a a b

   

   

 + − =


+ + =
 

第 1式と第 2式を加え、両辺の正の平方根をとると式(2.87a)を得る。 

 

2 2 2 2 2

1 2 1 2

2 2

1 2

2 2

1 2

( )c a a b b

b b
c

a a

+ = +

+
= =

+

b

a

 

また，式(2.86)の第 1式の両辺に a1を、第 2式の両辺に a2をかけて 2式を加える。 

 
2 2

1 2 1 1 2 2( ) cosc a a a b a b+ = +  
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これに式(2.87a)の cを代入すると、式(2.87b)を得る。 

 

2 2

1 2 2 2

1 2 1 1 2 2
2 2

1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

( )cos

cos

b b
a a a b a b

a a

a b a b a b a b

a a b b





+
+ = +

+

+ +
= =

+ + a b

 

 

問題 2.13 

例えば、積は以下のとおり。 

 

T T T

2 1 1 2
,

3 4 5 3

2 1 1 2 3 7 1 2 2 1 8 7
,

3 4 5 3 23 6 5 3 3 4 1 17

3 23 1 5 2 3 3 23
( ) ,

7 6 2 3 1 4 7 6

−   
= =   

−   

− − −         
= = = =         

− −         

− −      
= = =      
      

A B

AB BA

AB B A

 

それぞれの積のトレースは以下のとおり。 

 

T T T

3 7 8 7
tr( ) tr 9, tr( ) tr 9

23 6 1 17

3 23 3 23
tr( ) tr 9, tr( ) tr 9

7 6 7 6

−   
= = = =   

   

   
= = = =   

   

AB BA

AB B A

 

 

問題 2.14 

 

1 1 1

2 2

3

1 0 0

0 0 , 1 , 0

0 0 0 0 1

a b c

b c

c

           
           

= = = = = =           
           
           

a b c  

として、式(2.102a–c)にしたがって計算する。 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

T

2 3 1 3 1 2 2 1

1 2 3

T

1 3 1 2

1 2 3

T

1 2

1 2 3

1
1 0 0 ,

1
0 0 1 0 ,

1
0 0 0 0 1

b c b c b c b c
a b c

a c a c
a b c

a b
a b c

= − − =

= − =

= =

a

b

c

 

 

問題 2.15 



9 

 ( )

( )

T T T

f T

2.13 1.23 2.46
(2π) (2π) 2π

5.24 5.24

2π
2.13 0 1.23 2.46

5.24

2.13 1.232π
(2π )

0 2.465.24

h h k
h k

h k h k

h k

− + 
= + =  

 

= + − +

 −  
= =  

  
F

k a b

k

 

 

問題 2.16 

 ( )f T f 2

1,2 1,2

3.031 1
1.00 1.00 (1.00 3.03 1.00 3.03) 1.42

3.033 3

 
= =  +  = 

 
d d  

となって、|d1,2|2に等しい。これは、式(2.126)より 

 
f

1,2 1,2=Fd d  

また式(2.131)より 

 
f T T 1

1,2 1,2

−= Fd d  

であることから 

 

2
f T f T 1 T

1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2

2
fT f T T 1 T T

1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2( )

−

−

= = =

= = =

F F

F F

d d d d d d d

d d d d d d d

 

というように斜交座標系の変換を打ち消しあうからである。 

 

第 3章 

問題 3.1 

 2 1 3

1 0 0 1 0 0 1 0 0

[ ] [ (π)] 0 1 0 0 1 0 0 1 0 [ ]

0 0 1 0 0 1 0 0 1

m r m

    
    

= − − = =    
    − −    

U U U  

 

問題 3.2 

 1 123

1 0 0 0 0 1 0 0 1

π 2 2π 3 0 0 1

0

[ ( )] 1 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 0

[ (

1 0

)]s r

− −    
    

= − = −    
    
    

U U  

図 3.1(b)を使って考えると、U[r123(2/3)]によって 2H, 3H, 4H, 5Hはそれぞれ 2H, 5H, 3H, 4Hがあっ

た位置に移される。これらの原子は、さらに U[s1(/2)]によってもともと 4H, 2H, 5H, 3Hがあった位

置に移される。この配置は、e2軸の周りの4回回映を3回繰り返したのと同じである。実際にU[s2(/2)]3
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を計算した結果は以下のとおり。 

 

2

3 1

2 2

2 2

[ ( )] [ ] [ ( )]

[

1 0 0 0 0 1 0 0 1

π 2 π 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1

π 2 π 2 0 1 0

1 0 0

( )] [ ( )]

s m r

s s −

    
    

− = −    
    − −    

− 
 

= − 
 

=



=



=U U U

U U

 

ちなみに U[s1(/2)]と U[r123(2/3)]は非可換で、乗算の順序を変えると 

 123 1

0 0 1 1 0 0 0 1 0

2π 3 π 2 1 0

0

[ ( )] [ ( )] 0 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1

r s

−    
    

= − = −    
    −    

U U  

となる。これは e3軸の周りの 4回回映行列の 3乗である。 

 

問題 3.3 

 
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

i i i

i i

= =

=

E

E

EU U U

U U
より、 

 

 E U[i] 

E E U[i] 

U[i] U[i] E 

 

問題 3.4 

A1表現は自明。 

A2表現： 

 E 1 C2 1 v −1 v −1 

E 1 1 1 −1 −1 

C2 1 1 1 −1 −1 

v −1 −1 −1 1 1 

vʹ −1 −1 −1 1 1 

 

B1表現： 

 E 1 C2 −1 v 1 v −1 
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E 1 1 −1 1 −1 

C2 −1 −1 1 −1 1 

v 1 1 −1 1 −1 

vʹ −1 −1 1 −1 1 

 

B2表現： 

 E 1 C2 −1 v −1 v 1 

E 1 1 −1 −1 1 

C2 −1 −1 1 1 −1 

v −1 −1 1 1 −1 

vʹ 1 1 −1 −1 1 

 

問題 3.5 

T

d d d

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 2 3 3

1 1 1 1 1 0 8 0 0 0 1 1 1 0 0

[ ] [ ] [ ] 2 1 2 0 0 0 0 3 0 0 1 1 2 1 1

3 0 1 1 1 0 0 0 6 0 1 1 0 1 1

3 0 1 1 1 0 0 0 0 6 1 1 0 1 1

1 8 3 6 6

1 8 3 6 6

2 8 6 0 0

3 0 3 6 6

3 0 3 6 6

T T T

   
   

− − −   
   = − − −
   

− − − −   
   − − − −   

 
 

− − 
 = −


− −
 − − 

Χ D Χ

1 1 2 3 3 24 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 24 0 0 0

1 1 2 1 1 0 0 24 0 0

1 1 0 1 1 0 0 0 24 0

1 1 0 1 1 0 0 0 0 24

   
   

−   
   =− −
   

− −   
   − −   

 

Dを使わないとすれば、X[Td]の 2列目を 8回繰り返し、そのあと 3列目を 3回、以下 6回、6回と

繰り返してできる 5×24の行列を指標とすることになる。 

 

問題 3.6 
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1 1 (A)

1 0 0 1 0 0.577 0.577 0.577 0.577

0 2 2 2 2 0 0 0.816 0.816 0 0
( [ (π 4)] | )

0 0 0 0.816 0.8160 2 2 2 2 0

1 1 1 1 10 0 0 1

1 1.577 1.577 0.423 0.423

0 0.577 0.577 0.577 0.577

0 0.577 0.577 0.577 0.577

1 1 1 1 1

r

  − − 
  

− −  =
  −
     



− −
=

− −

U Xe met


 
 
 
 
 

 

これは式(3.6)の Xmet(Aʹ)の各列に e1を加えてアフィンの形にしたものに等しい。 

 

問題 3.7 

 1 1 2 2 1 1 2 2( | ){( | ) } {( | )( | )}=A A A Ab b x b b x  

左辺：

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1

( | ){( | ) }
1 1 1

1 1 1

O O

O

     
=      
     

+ + +    
= =    
    

A A
A A

A A A A A

b b x
b b x

b x b x b b
 

右辺：

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1

{( | )( | )}
1 1 1

1 1 1

O O

O

     
=      

     

+ + +    
= =    
    

A A
A A

A A A A A A

b b x
b b x

b b x x b b
 

 

問題 3.8 

 

3 1

1

( [ ( )] | ) ( [ (π 3)] | )( [ ( )] | )( [ ( π 3)] | )

1/ 2 3 / 2 0 1/ 2 3 / 2 01 0 0

3 / 2 1/ 2 0 0 1 0 3 / 2 1/ 2 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1/ 2 3 / 2 0 1/ 2 3 / 2 0 1/ 2 3

3 / 2 1/ 2 0 3 / 2 1/ 2 0

0 0 1 0 0 1

m h r m h r

−

= −

   − − 
    

= −    
           

   −
  

= − − =  
  
  
  

U U U Uo o o o

/ 2 0

3 / 2 1/ 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

この行列を 1Cのアフィンに作用させると 
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1/ 2 3 / 2 0 1.23 0.00 2.46 2.46

3 / 2 1/ 2 0 0.71 1.42 1.42 0

0 0 1 1 1 1 1

 −        
        

= = −        
                 

 

となって、2Cを−a だけずらした位置のアフィンに等しい。この移動が m(h3)の対称操作で生じるこ

とを、図 3.4で確かめよう。 

 

問題 3.9 

 

f 1

2 1 1 1 1

1 2 2

1 2

2 1 1 1 1 1 1

1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( | ) ( | )( | )( | )

0 1 0 0
1

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 0 0
1 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

b b b a b

a b b
a b

b b a b b a b

a b b a b a b
a b a b

−=

−   
   

=    
   
   

−      
     

= = =     
     
      

E F E Fb o b o

f





 

 

問題 3.10 

分率座標軸系での表現で考える。 

 

f

f

f f

f f

1 0 1/ 2

0 1 1/ 2 ,

0 0 1

1 0 0 1 0 1/ 2

( [ ( )] | 2) 0

(

1 1/ 2 ,

| ( ) / 2

( [ ( )] | 2) 0 1 0

0 0 1 0 0 1

)

m a m b


+

 
 
 

 

−   
   

= = −   
   
   

=E

U Ub a

a b

 

センタリングと b映進との結合で、a軸に垂直な鏡映が生じる（ただし鏡映面は a軸の 1/4の位置に

ある。この操作を(U[m(a/4)]|o)と書くことにする）。 

 

f f

f f

f

f

1 0 1/ 2 1 0 0

( [ ( )] | 2) 0 1 1/ 2 0 1

0

( ( 1/ 2

0 0 1 0 0 1

1 0 1/ 2

1 0 ( [ ( 4)] | )

0 0

| ) / 2)

1

m a

m a

−   
   
   
   
   

=

−

+

 
 

= = 
 
 

E U

U

a b

o

b

 

センタリングと a映進との結合で b軸に垂直な鏡映が生じる（ただし鏡映面は b軸の 1/4の位置にあ

る。この操作を(U[m(b/4)]|o)と書くことにする）。 
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f f

f

f

f

(

1 0 1/ 2 1 0 1/ 2

( [ ( )] | 2) 0 1 1/ 2 0 1 0

0 0 1 0 0 1

1 0 0

0 1 1/ 2 ( [ ( 4)

/

]

| ( )

| )

1

2)

0 0

m b

m b

   
   

−   
   
   

 
 

= − = 



+

 


=UE

U

a a

o

b

 

式(3.55)より、a映進と b映進から、(−1/4, 1/4)を中心とした 2回回転が生じる（この操作を[U[r()(−1/4, 

1/4)]|o)と書くことにする）。 

 

f

f f f

1 0 1/ 2

( [ ( )] | 2) ( [ ( )] | 2) 0 1 1/ 2 ( [ (π)( 1 4,1 4)] | )

0 0 1

m a m b r

− − 
 

= − = − 
 
 

U U Ub a o  

この 2回回転とセンタリングから、(0, 0)を中心とした 2回回転が生じる。 

 

f f

f f

f

f

(

2

| ( )

1 0 1/ 2 1 0 1/

( [ (π)( 1 4,1 4)] | ) 0 1 1/ 2 0 1 1/ 2

0 0 1 0 0 1

1

0

/ 2

0 0

0 1 0 ( [ (π)] | )

0 1

) r

r

− −   
   

− −   
   
   

− 
 

= − = 
 
 

+ =U

U

E a o

o

b

 

(0, 0)を中心とした 2回回転と、a映進、b映進との結合でそれぞれ、b軸に垂直な鏡映、a軸に垂直

な鏡映が生じる。 

 

f f

f f

f

f

1 0 0 1 0 1/ 2

( [ (π)] | ) ( [ ( )] | 2) 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

1 0 1/ 2

0 1 0 ( [ ( 4)] | )

0 0 1

r m b

m a

−   
   

= − −   
   
   

− − 
 

= = 
 
 

U U

U

o a

o

 

f f

f f

f

f

1 0 0 1 0 0

( [ (π)] | ) ( [ ( )] | 2) 0 1 0 0 1 1/ 2

0 0 1 0 0 1

1 0 0

0 1 1/ 2 ( [ ( 4)] | )

0 0 1

r m a

m b

− −   
   

= −   
   
   

 
 

= − − = 
 
 

U U

U

o b

o

 

(0, 0)を中心とした 2回回転とセンタリングの結合で、(−1/4, 1/4)を中心とした 2回回転を生じる。 
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f f

f f

f

f

1 0 0 1 0 1/ 2

( [ (π)] | ) 0 1 0 0 1 1/ 2

0 0 1 0 0 1

1 0 1/ 2

0 1 1/ 2 ( [ (π)( 1 4,1 4)] | )

0 0 1

(( | ) / 2)r

r

−   
   

= −   
   
   

− − 
 

= − − = − 
 
 

+U

U

Eo

o

a b

 

結果として、恒等、センタリング、a映進、b映進、a軸に垂直な鏡映、b軸に垂直な鏡映、2回回転

（中心(−1/4, 1/4)）、2回回転（中心(0, 0)）、の各操作が群を成している。付録の一覧表を見ると、こ

れらが Cmm2群の元であることがわかる。 

 

問題 3.11 

求める操作は a軸に垂直な鏡映と b/2方向の並進の組合せである。 

 

f

f

1 0 0 0

0 1 0 1 2
( [ ( )] | 2)

0 0 1 0

0 0 0 1

m a

− 
 
 =
 
 
 

U b  

 

問題 3.12 

図 3.1(b)を見ながら考えるとよい。e1+e2+e3を軸方向とする回転は式(3.11)のとおり。 

 123 123

0 0 1 0 1 0

2π 3 1 0 0 , 4π 3 0 0 1

0 1 0 1 0 0

[ ( )] [ ( )]r r

   
   

= =   
   
   

U U  

e1−e2−e3を軸方向とする回転は以下のとおり。 

 
123 123

0 0 1 0 1 0

2π 3 1 0 0 , 4π 3 0 0 1

0 1 0 1 0 0

)[ ( ] [ ( )]r r

− −   
   

= − =   
   −   

U U  

−e1−e2+e3を軸方向とする回転は以下のとおり。 

 
123 123

0 0 1 0 1 0

2π 3 1 0 0 , )

0

[ ( )]

0

[ ( ]4π 3 0 0 1

1 1 0 0

r r

−   
   

= = −   
   − −   

U U  

−e1+e2−e3を軸方向とする回転は以下のとおり。 
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123 123

0 0 1 0 1 0

2π 3 1 0 0 , 4π 3 0 0 1

0 1 0 1 0 0

][ ( ) [ ( )]r r

−   
   

= − = −   
   −   

U U  

対応するアフィンは、例えば−e1−e2+e3を軸方向とする 2/3回転では以下のとおり。 

 
123

1
(

0 0 1 0

0 0 0
2π 3

0 1 0
[ ( )]

0

0 0 0

)

1

|r

− 
 
− =
 
 
 

U o  

 

第 4章 

問題 4.1 

 

( )

( )

( )

(B) (B)

(B) (B) (B)

(B) (B) (B)

(B) (B) (B)

1

0 0 1 1 1
1

0 0 1 1 1

0 0 1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

1 1 1

M

m

m
M

m

m m m
M

  =

  
  

=   
  
  

 
 

=  
 
 

=      

X X M 1

x x x

x x x

x x x

wat wat wat

wat

O

1O 2H 3H H

wat

H

O 1O H 2H H 3H

wat

wat wat wat

 

 

問題 4.2 

 

( )

( )

2 3 3 2

T

1 2 3 3 1 1 3

1 2 2 1

1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 2 3 1 3 2 2 3 1 2 1 3 3 1 2 3 2 1

2 3 3 2

T

1 2 3 3 1 1 3

1 2 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

( ) ( )

a b a b

a a a a b a b

a b a b

a a b a b a a b a b a a b a b

a a b a a b a a b a a b a a b a a b

a b a b

b b b a b a b

a b a b

− 
 

  =  = − 
 − 

= − + − + −

= − + − + − =

− 


  =  = −
 −

a a b a a b

b a b b a b

1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 2 3 1 3 2 2 3 1 2 1 3 3 1 2 3 2 1

( ) ( ) ( )

0

b a b a b b a b a b b a b a b

b a b b a b b a b b a b b a b b a b






= − + − + −

= − + − + − =

 

 

問題 4.3 

式(4.6)より 



17 

 
1

M
  =X XM1・・・① 

式①を使って式(4.20)を変形する。 

 

T

T T T T

T T

1 1

1 1

M M

M M

 
  = = 

 

 
= =  

 

XM X XM XM1 XM1 M X

XM1MX XM1 MX

・・・② 

ここで 2行目では、1, Mは対称行列であることから 1T = 1, MT = Mを利用した。 

式①の Xの代わりにXを代入すると、定義より O  =X であることから 

 
1

O
M

  = =X XM1 ・・・③ 

式③を式②に代入して 

 
T T T1

O O
M

 
  = = = 

 
XM X XM1 MX MX  

 

問題 4.4 

式(4.25a)より 

 (B)

1 1.58 1.58

0 0.76 0.76

0 0 0

 
 

= − 
 
 

Xwat , 

16 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

=  
 
 

Mwat  

これらを式(4.17)に代入する。 

 

 

2 T

*

1

2 2 2 2 2

| |

16 (1 0 0) 1 (1.58 0.76 0) 1 (1.58 0.76 0)

1 1.58 1.58 16 0 0 1 0 0

0 0.76 0.76 0 1 0 1.58 0.76 0

0 0 0 0 0 1 1.58 0.76 0

20.9928 0 0

22.1480 0 1.1552 0

0 0 0

n

j j

j

m
=

 
= − 
 

=  + + +  + + +  + +

   
   

− −   
   −   

 
 

= −  

 

I E XMX

E

E

x

1.1552 0 0

0 20.9928 0

0 0 22.1480

 
 

=  
  

 

 

式(4.25a)をもとに以下の行列をあらためて計算する。 

 (B)

1.0644 1.0644 1.0644

0 0 0

0 0 0

 
 

  =  
 
 

Xwat , (B)

0.0644 0.5156 0.5156

0 0.76 0.76

0 0 0

− 
 

= − 
 
 

Xwat  

これらを式(4.21)に代入する。 
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 

2
T

*

1

2 2 2 2 216 (0.0644 0 0) 1 (0.5156 0.76 0) 1 (0.5156 0.76 0)

0.0644 0.5156 0.5156 16 0 0 0.0644 0 0

0 0.76 0.76 0 1 0 0.5156 0.76 0

0 0 0 0 0 1 0.5156 0.76 0

1.7532

n

j j

j

m
=

 
= − 
 

=  + + +  + + +  + +

− −   
   

− −   
   −   

=

I E XMX

E

E

x

0.5980 0 0 1.1552 0 0

0 1.1552 0 0 0.5980 0

0 0 0 0 0 1.7532

   
   

− =   
   
   

 

 

 
 

2 T

218 1.0644

1.0644 1.0644 1.0644 16 0 0 1.0644 0 0

0 0 0 0 1 0 1.0644 0 0

0 0 0 0 0 1 1.0644 0 0

20.3931 0 0 0 0 0

20.3931 0 0 0 0 20.3931 0

0 0 0 0 0 20.3931

M  =   −    

= 

   
   

−    
   
   

   
   

= − =   
   
   

I E X M X

E

E

x

 

これらの行列は式(4.21c)の右側の式 

 = +  I I I  

を満たしている。 

 

問題 4.5 

式(4.21)に式(4.31)を代入する。 

 

2
T

(E) * (E) (E) (E)

1

2
T

* (B) 3 (B) 3 (B)

1

( [ (π / 3)] ) ( [ (π / 3)] )

n

j j

j

n

j j

j

m

m r r

=

=

 
= − 
 

 
= − 
 





I E X MX

E U X M U X

x

x

wat wat wat

wat wat

 

(AB)T = BTATなので、式(4.34)を利用する。 

 
2

T T

* (B) 3 (B) (B) 3

1

[ (π / 3)] [ (π / 3)]
n

j j

j

m r r
=

 
= − 
 
 E U X MX Ux wat wat  

式(4.35)を利用して第 1項を書き換えたあと、因数分解する。積の順序に注意。 
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2
T T T

* (B) 3 3 3 (B) (B) 3

1

2
T T

3 * (B) (B) (B) 3

1

[ (π / 3)] [ (π / 3)] [ (π / 3)] [ (π / 3)]

[ (π / 3)] [ (π / 3)]

n

j j

j

n

j j

j

m r r r r

r m r

=

=

 
= − 
 

  
= −  

   





U U U X MX U

U E X MX U

x

x

wat wat

wat wat

 

式(4.21)の定義を再度利用して、次式を得る。 

 
T

3 (B) 3[ (π / 3)] [ (π / 3)]r r=U I Uwat  

 

問題 4.6 

式(4.40)より 

 ( )
cos cos( π 2) cos sin

[ ( )] ( ) ( π 2)
sin sin( π 2) sin cos

r
   

  
   

+ −   
= + = =   

+   
U x x  

式(4.49)より 

 
2 2

1 2 1 2

2 2

1 2 2 1

cos sin ( )cos sin

( )cos sin cos sin

c c c c

c c c c


   

   

 + −
=  

− + 
C  

 

T

2 2

1 2 1 2

2 2

1 2 2 1

3 2 2 3

1 1 1 1

3 2 2

2 2 2

[ ( )] [ ( )]

cos sin cos sincos sin ( )cos sin

sin cos sin cos( )cos sin cos sin

cos cos sin cos sin sin

sin cos sin cos sin

r r

c c c c

c c c c

c c c c

c c c

 

      

      

     

    

− + −   
=     

− − +    

+ +
=

− −

U C U

3

2

1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

2 2

2 2 2 2

1

2

cos sin

sin coscos

cos sin cos sin

sin cos sin cos

cos sin cos sin cos sin

cos sin cos sin cos sin

0

0

c

c c

c c

c c c c

c c c c

c

c

 

 

   

   

     

     

−  
  

+   

−  
=   

−   

 + − +
=  

− + + 

 
=  
 

 

 

問題 4.7 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

I I I

I I I

I I I

 
 

  
 
 

I  



20 

 

T T T

11 1 1 12 1 2 13 1 3

T T T

21 2 1 22 2 2 23 2 3

T T T

31 3 1 32 3 2 33 3 3

11 12 13

21

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

I I I

I I I

I I I

I I I

I

  =  +  + 

  +  +  + 

  +  +  + 

     
     

= + +     
     
     

+

I e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

22 23

31 32 33

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

I I

I I I

     
     

+ +     
     
     

     
     

+ + +     
     
     

 

テンソル基底 T

i j
e e は、ej軸の周りの回転が角運動量の i 番目の成分に寄与している状態を表して

いる。 

  

問題 4.8 

 

11 11 11 12 12 11 12 12 1 1

11 12 11 21 11 22 12 21 12 22 1 1 2

21 22 21 11 21 12 22 11 22 12 2 2 1

21 21 21 22 22 21 22 22 2 2

,

a b a b a b a b u v

a a a b a b a b a b u u v

a a a b a b a b a b u u v

a b a b a b a b u v

   
   

       = =  = =         
   
   

B B
A B

B B

v
u v

v
 

 

11 11 11 12 12 11 12 12 1 1

11 21 11 22 12 21 12 22 1 2

21 11 21 12 22 11 22 12 2 1

21 21 21 22 22 21 22 22 2 2

11 11 1 1 11 12 1 2 12 11 2 1 12 12 2 2

11 21 1

( )( )

a b a b a b a b u v

a b a b a b a b u v

a b a b a b a b u v

a b a b a b a b u v

a b u v a b u v a b u v a b u v

a b u v

  
  
    =
  
  
  

+ + +

=

A B u v

11 1 12 2 11 1 12 2

1 11 22 1 2 12 21 2 1 12 22 2 2 11 1 12 2 21 1 22 2

21 11 1 1 21 12 1 2 22 11 2 1 22 12 2 2 21 1 22 2

21 21 1 1 21 22 1 2 22 21 2 1 22 22 2 2

( )( )

( )( )

( )(

a u a u b v b v

a b u v a b u v a b u v a u a u b v b v

a b u v a b u v a b u v a b u v a u a u b

a b u v a b u v a b u v a b u v

+ + 
 

+ + + + +  =
 + + + +
 

+ + + 

11 1 12 2

21 1 22 2 21 1 22 2

11 1 12 2 11 12 1

21 1 22 2 21 22 2

)

( )( )

( )
( )

( )

( ) ( )

v b v

a u a u b v b v

a u a u a a u

a u a u a a u

 
 
 
 +
 

+ + 

+    
= =     

+    

= 

B
B

B

A B

v
v

v

u v

 

 

問題 4.9 
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式(4.76)より 

 

*1

*1 *2 *3 *2

*3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

       
       

=  +  +  =       
       
       

X

x

x x x x

x

mol
 

式(4.77)より 

 

11 11 12 13

21 22 23

33 31 32 33

O O O O O

O O O O O O

O O O O O

     
     

= + + =     
     
     

U U U U

U U U U

U U U U

 

 
11 12 13 *1 11 *1 12 *2 13 *3

21 22 23 *2 21 *1 22 *2 23 *3

31 32 33 *3 31 *1 32 *2 33 *3

 =

+ +    
    

= = + +    
    + +    

X UX

U U U U U U

U U U U U U

U U U U U U

x x x x

x x x x

x x x x

mol mol

 

 

問題 4.10 

1 番目の原子にはパラメータは不要。2 番目の原子には 1 個、3番目の原子には 2 個、4番目以降の

N−3個の原子にはそれぞれ 3個のパラメータが必要。必要なパラメータの総数は 1 + 2 + 3(N−3) = 3N 

− 6となる。これは分子構造の変形の自由度に等しい。 

 

問題 4.11 

式(4.69)より 

 ( )( ) ( ) ( )  = A B A Bu v u v  

を利用すると 

 

T

* * *

T

*

*

1 ,1 1 ,2 1 ,3 1

2 ,1 2 ,2 2 ,3 2

3 ,1 3 ,2 3 ,3 3

( )( )

( ) ( )

n n

j jj j j jj j j

j j

n

j j jj j

j

n

jj j

j

j j j j j j jn

j j j j j j j

j

j j j j j j j

k k k u

k k k u

k k k u

     

 

   



 



   

   



   

= − = −  

= − 

= −

  
  

= −   
  
  

 







K K

K

K

f u e e u

e e u

u
 

 

問題 4.12 

式(4.104)について、Mが対称行列、Wが直交行列であることに注意して、以下のように変形する。 
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1 T 1

1 T 1/2 1/2 1

1 T 1/2 1/2 1

1 T

2

T

1

ˆ

( ) ( )

( )

ˆ − −

− − − −

− − − −

− −

−

=

=

=

=

=

Λ U MUΛ

Λ W M M M W Λ

Λ W M MM WΛ

Λ WΛ

U M

W

Λ

U

 

式(4.105)について、Wはを対角化する直交行列であることに注意して、以下のように変形する。 

 

1 T 1

1 T 1/2 1/2 1

1 T 1/2 1/2 1

1 T 1

1 1

T

2

ˆ

( ) ( )

( )

ˆ − −

− − − −

− − − −

− −

− −

=

=

=

=

=

Λ U KUΛ

Λ W M K M W Λ

Λ W M KM WΛ

Λ W ΔWΛ

K

Ω

U

Λ

U

Λ

 

 

問題 4.13 

基準振動のモードは、図 4.6の図を e3軸周りに 2回回転、e1e3面に鏡映、e2e3面に鏡映し、矢印の向

きが保たれるか（正）、逆向きになるか（負）を判別すればよい。 

モード#1は正・正・正で A1、モード#2も同様に正・正・正で A1、モード#3は負・負・正で B2。 

並進・回転についても図 4.6と同様の図を描いてみると、矢印の向きの変わり方が表 4.2に示す既約

表現の通りになっていることがわかる。 

 

問題 4.14 

 
1

sym sym

cos sin1

sin cossin

 

 

−
− 

= =  
− 

B P Q  ただし、
π

4 2


 = −  

 
T

1 0 1 cos 1 cos

cos sin 0 sin cos 1

 

   

    
 = =    

    
A P P  
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T

sym sym

2

2

2

cos sin 1 cos cos sin1 1

sin cos cos 1 sin cossin sin

cos sin cos cos cos sin cos sin1

sin cos cos sin cos cos sin cossin

cos sin 21

sin

    

     

       

       

 



−  −     
=      

− −     

− − −  
=   

− + − + −  

−
=

B AB

2 2 2

2 2 2 2

2

2

cos sin sin 2 (sin cos )cos

sin 2 (sin cos )cos cos sin 2 cos sin

1 sin 2 cos sin 2 cos1

sin 2 cos 1 sin 2 cossin

1 sin(π 2 )cos sin(π 2 ) cos1

sin(π 2 ) cos 1 sin(sin

     

       

   

   

   

 

 + − + +
 
− + + − + 

− − + 
=  

− + − 

− − − − +
=

− − + −

2

2 2

π 2 )cos

1 01 cos cos cos1

0 1sin cos cos 1 cos

 

  

   

 
 

− 

 − − +  
= =   

− + −   

 

 

問題 4.15 

式(4.121a)より 

 

T 1/2

sym sym

T 1/2 1/2

sym sym

−

− −

= =

 = =

B B A

B AB A AA E
 

式(4.121b)より 

 

1/2

can

T 1/2 T 1/2 1/2 1/2

can can

−

− − − −

=

 = = =

B Uα

B AB α U AUα α αα E
 

式(4.128a)より 

 

T

Sch Sch

22

2

2

c

2

S h

sin cos1

0 1sin

sin 0 1 cos sin cos1 1

cos 1 cos 1 0 1sin sin

sin cos sin sin cos1

0 sin 0 1sin

1 0sin 01

0 1sin 0 sin

 



   

  

    





 

− 
 
 

 −     
 =      

−     

−  
=   

  

   
= =   

  

=

B AB

B

 

 

第 5章 

問題 5.1 

吸光度を yijx−1で求め、その平均を求める。 
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1 1 1 1

1 2

1 1

1
1

1 2

1 1

2 2 1 1

1 1 1
( )

( )

n n

i i ij ij i i in

j j

i i in i

m m

y x y x y x y x
n n n

x
y y y y x

n

y

y
x x

y

  







− − − −

= =

−
−

− −

=   = = = + + +

= + + + =  

    
   

     = = =  
   
   

    

 

ε y

 

これが式(5.4)と同じ結果になるのは、x が j に依存しないため。なお、この式でも式(5.4)でも、とも

に xが iに依存しないことを前提としている。 

 

問題 5.2 

 

2 2

1 1

2 2

1

2 2

1 1 1

2 2

2 2

1 1
[ ] ( )

1
( 2 )

1 1 1
2 1

2

n n

i ij ij i

j j

n

ij ij i i

j

n n n

ij i ij i

j j j

i i i i

i i

V y y y
n n

y y y y
n

y y y y
n n n

y y y y

y y

= =

=

= = =

= = −  

= −   +  

= −   +  

=   −     +  

=   −  

 



  

Y

 

 

問題 5.3 

xが jに依存する場合、問題 5.1と同様の方法で平均をとると 

 

1

1 1

1 1 1

1 1 2 2

1

1

1

1 T 1 T2

1 2 *

1

1 T
1 1

1 T
2 2

1 T

1 1

1
( )

1 1
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

n n

i i ij ij j

j j

i i in n

i i in i i

n

m m

y x
n n

y x y x y x
n

x

x
y y y

n n

x

  







−

= =

− − −

−

−

− −

−

−

−

−

 =   = =

= + + +

 
 
 = + + +    
 
  
 

    
      = =
 
       

 

Y

Y

Y

Y

y x x

x

x
ε

x

1 T1
( )

n

− =



Y x

・・・① 

となる。ここで 
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 ( )1 1 1 1

1 2( ) nx x x− − − −=x  

と定義したのは、j 番目の成分が xj
−1となるような行ベクトルであり、x の逆行列という意味ではな

い。この方法で得られる i′の値は各測定値と原点を結んだ傾きの平均値であり、xが比較的小さい

ときの影響を過大評価する傾向がある（下図(a)）。 

 

一方、最小二乗法による最適解（式(5.22)）では、吸光度は以下のように表される（上図(b)）。 

 

T T 1

2

1

2

2 T2

1 2

2

( )

/

/1 1
( ) ,

/

i i i in

n

x x

x x
y y y x

n n

x x



−

  
 

  = + + +   =
 
   

=



Yε x xx

xx
 ・・・② 

式①と式②を比較すると、xj
2 < x2（比較的低濃度）のとき、xj / x2は xj

−1よりも小さいため、iは′

iよりも小さい。 

 
2 2 1

2 2

j j

j j i i

j

x x
x x x

x x
 −     =  =  

 
 

また、xj
2 > x2（比較的高濃度）のとき、xj / x2は xj

−1よりも大きいため、iは′iよりも大きい。 

 
2 2 1

2 2

j j

j j i i

j

x x
x x x

x x
 −     =   

 
 

式②では式①の欠点がうまく補われていることがわかる。 

 

問題 5.4 

x

Y(a)

o

真の傾き

xが大きい
ときの傾き

xが小さい
ときの傾き

(b)

x

Y

o

真の傾き

すべてのデータを
均等に考慮した
ときの傾き
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( )( )

2eval

1 1

1

1 1

1
T

*

1

2

1

2 T

1

( ) 2 ( ) 0

0 ( )

n n

ij ij

j j

n

ij

j

n n

i

j

i j j i j

i

j

j

n n

ij i

i

j i j

j i j

i j

j

j

j

f
y y

y

x x x

x x

x x

y

x x

y

 
 







= =

=

= =

−

=

−

=

 
= − =

=

 
= = 



− − =
 

 = −

−

 
  

 

 



 

  y xxx

 

ここでは、xjは 

 1 2( )nx x x=x  

という行ベクトルの j列目の成分であることに注意。これは、濃度は波長によらず一定で、サンプル

によってのみ変わることを前提としているからである。一方、yijは m×nの行列であり、yi*はその i行

目に等しい行ベクトルである。 

 * 1 2( )i i i iny y y=y  

 

問題 5.5 

式(5.9)、式(5.14)から 

 

2 2 2

1

2 2 2

1

1
[ ] ( )

1
[ ] ( )

n

i ij i i i

j

n

i ij i i i

j

V y y y y
n

V a a a a
n

=

=

= −   =   −  

= −   =   −  





Y

A

 

 
1

1
[ , ] ( )( )

n

ii ij i ij i

j

S y y a a
n =

= −   −  Y A  

これらを式(5.36)の右辺に代入する。 

 
1

2 2

1 1

( )( )
[ , ] [ , ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( )

n

ij i ij i

j ii ii
i

n n
i i i i

ij i ij i

j j

y y a a
nS S

r
nV nV V V

y y a a

=

= =

−   −  

= = =

−   −  



 

Y A Y A

Y A Y A
 

 

問題 5.6 

 +=Y ΕX B  ・・・① 

式①の各行を平均してできる列ベクトルを n列並べることにより 

   =   +Y Ε X B  ・・・② 

式①から式②を引いて 

 

( )

( )

−   = + −   +

= −  

=

Y Y ΕX B Ε X B

Ε X X

Y ΕX
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両辺に右から XTをかけ、次いで右から(XXT)をかける。 

 

T T

T T 1 T T 1( ) ( )− −

=

=

=

=

Y ΕX

YX ΕXX

YX XX ΕXX XX

Ε

 

この結果を式②に代入する。 

 

T T 1

T T 1

1

R

( )

( )

−

−

−





+ =



  +





 =





=  

=

−

−

ΕX B YX XX X B

B YX XX X

Y

Y

XY X

Y  

両辺の行列の任意の 1列を抜き出せば 

 
1

R

−=    −YXb y x  

となる。 

 

問題 5.7 

式(5.52)の i行目を抜き出す。 

 1 1 2 2 iij i j i j ip pja x x x b  = + + ++ ・・・① 

両辺、jについて平均をとる。 

 1 1 2 2i i i ip ip ba x x x    =   +   + +  + ・・・② 

式①から式②を引いて 

 1 1 2 2ij i j i j ip pja x x x  = + + +  

これを第 j成分とする行ベクトルが、式(5.53)である。 

 1 1* 2 2* **i i i ip p  + + +=a x x x  

式(5.53)、式(5.55)を式(5.54)に代入して式(5.56)を得る。 

 

*

T

*

1

T

T

* *
*

* * *

* 1

1*

*

1
cos

1
cos

1
cos

i i
i i ik

i i i

p

ik k

k

p

ik k

k

k

i

i

i

p

k

i

i

k

i k

r













=

=

=

=

= =

=







y a
y

y a y a

x

a

x

a
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問題 5.8 

 =Y ΗC  ・・・① 

   = Y Η C  ・・・② 

式①から②を引いて 

 ( )= −  = −  =Y Y Y Η C C ΗC  

これは暗に、全スペクトルが成分スペクトルの和でできており、各成分スペクトルがその成分の濃度

に対して線形であることを仮定している。 

 

問題 5.9 

 
1

( )

0 1 ( )
T

2

( )( )
T

0 1 0 2

T

0 0 0

T

T T

1 0 1 1

m n

m n m n

m n mm m m m

n m n

n m nm n mm m m m m m m m m m

O

O

−





 − 



−  −    

=

 
  

=     
 

= + =

Y

U Σ

V

U Σ U V

V

U Σ

U Σ

V

V V

 

 

問題 5.10 

 

( ) T

*1 *2 *

*1

T T

2

T

* *

T
p

p

p np p

n

n

m m n

p m m p m

 

  



 
=  


= =



= U A

U

Ξ Σ V

U U

ξ ξ ξ

a a a

 

の各行の平均が 0になっているならば、はすでに中心化されていることになる。 

 
1

T T

1 1 11

1

1 1 1

{ } { }
p m p mm n m m m

kj ki ik ik

i i i

m

ik i

n n n n n

kj ij i

i

j ij

j j j j j

 

= == = = = ==

=

 
= = 

 

= = 
 

=

      



U A Uξ au u

u

a a

a

 

定義より i a  = 0なので 

 
1

0
n

kj

j=

=ξ  

 

問題 5.11 

 
T 1 T

r r r r r r,
p n p p p nn p p p n p    

+ −= =A U α U A U α U  
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1 T T 1 T

r r r r r r r r r

1 T T 1 T

r r r r r r r r r

1 1 T

r r r r r

1 T

r r r

{ }{ }{ }

{ } { }

{ }

p p p n p n p p p nn p n p p p n p

p p p n p n p p p nn p n p p p n p

p p p p p nn p p p

p p p nn p

       
+ + − −

       
− −

   
− −

 
− +

=

=

=

= =

A AA U α U U α U U α U

U α U U α U U α U

U α α α U

U α U A

 

 

問題 5.12 

 
T 1 T

r r r r,
p n p p p mm p p p n p    

+ −= =A U α V A V α U  

 

T 1 T T

r r r r r r

T 1 T T

r r r r r r

1 T

r r

T

r r

{ }{ }{ }

{ } { }

{ }

p n p p p m p nm p p p n p m p p p

p n p p p m p nm p p p n p m p p p

p p p nm p p p p p

p nm p p p

       
+ −

       
−

   
−

 

=

=

=

= =

AA A U α V V α U U α V

U α V V α U U α V

U α α α V

U α V A

 

 

1 T T 1 T

r r r r r r

1 T T 1 T

r r r r r r

1 1 T

r r

1 1 T

r r

1 T

r r

{ }{ }{ }

{ } { }

{ }

p p p m p n p p p mn p m p p p n p

p p p m p n p p p mn p m p p p n p

p p p p p mn p p p

p p p p p mn p p p

p p p mn p

       
+ + − −

       
− −

   
− −

   
− −

 
− +

=

=

=

=

= =

A AA V α U U α V V α U

V α U U α V V α U

V α α α U

V α α α U

V α U A

 

  

問題 5.13 
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T

*( 1) r 1 *( 1

T

1

T T

r )

T

r *( 1) *( 1) *( 1)

*( 1)

*(

r *( 1) *( 1) * *

T

r r *( 1) *( )

1)

*( 1

1 * *

T

*1

T

*2

r r *(

T

* )

{ }
n p p p

p p n n

n p p p

p p n n

n p p p

p

p n

p p n p

p n

p p p n p

p

p

p

p

 

 



+ + +



+ +

 

+ +

 

+ +



+ +

+


+

+

= + +

+ +

 
 
 
 



+

= +

 
 


= +

A U α

U α

U α

V

V

v u v u v v

v u v v u v v

v v

v v
u

v v

r

1 *( 1)

T T

1) *( 1) * *

r * )

*( 1)

1( 1 *

0

0
0 0 01 0 0

0

p n n

n p p p

p n

p p n p

p n

 

 

+ +

 

+

+ + +

+

+ +

 
 
  + + + + =
 
 

= +   = +

 

U α

v v u v v

u u

 

 

問題 5.14 

式(5.111)より 

 
T 1 T

q ( )−= A A Ax y  

これを式(5.113)の左辺に代入する。 

 

T T T

q

T T

T TT 1( )

0

−−

=−

=

=

−A AA A A A A

A

A A

A

x yyy

yy
 

 

問題 5.15 

式(5.119)より 

 ( )
1*

*1 *2 *6 2*

3*

1.221 0.071 1.190 1.248 0.040 1.186

0.571 1.300 0.705 0.620 1.282 0.674

0.117 0.547 0.318 0.182 0.480 0.320

− − −   
   

= = = − − −   
   − − −   

X

x

x x x x

x

ben  

式(5.120a–c)にならって、必要な行列を次式のように定義する。 

 ( ) 1*

2* 1 3

3*

, ,a a
 

 = = =  
 

X
x

y x a
x

 

炭素原子の x*1, x*3座標に対して x*2が一平面上に並ぶと想定すると 

  = Xy a  

という連立方程式ができる。両辺の転置をとれば、縦長の行列 XʹTに対して aʹTを求める形の連立方

程式となる。 
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21 11 31

22 12 32 1T T T

2

26 16 36

x x x

x x x a

a

x x x

   
         = = =       
   
   

Xy a  

 

第 6章 

問題 6.1 

式(6.1)より 

 1 1 2 2 3 3a a a= + +a e e e ・・・① 

式(6.2)、および同様の手続きによって次式を得る。 

 

T T T T

1 1 1 1 2 1 2 3 1 3 1

T T T T

2 1 2 1 2 2 2 3 2 3 2

T T T T

3 1 3 1 2 3 2 3 3 3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a a a a

a a a a

a a a a

= + + =

= + + =

= + + =

e a e e e e e e

e a e e e e e e

e a e e e e e e

 

これらを式①に代入して 

 
T T T

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )= + +a e a e e a e e a e  

内積はスカラーなのでベクトルと順序を変えてもよい。 

 

T T T

1 1 2 2 3 3

3
T T T T

1 1 2 2 3 3

1

( ) ( ) ( )

( ) i i

i=

= + +

 
= + + =  

 


a e e a e e a e e a

e e e e e e a e e a
 

 

問題 6.2 

式(6.11)より 

 1 1 2 2 3 3a a e a e a e= + + ・・・① 

式(6.12)、および同様の手続きによって次式を得る。 

 

1 1 1 1 2 1 2 3 1 3 1

2 1 2 1 2 2 2 3 2 3 2

3 1 3 1 2 3 2 3 3 3 3

e a a e e a e e a e e a

e a a e e a e e a e e a

e a a e e a e e a e e a

= + + =

= + + =

= + + =

 

これらを式①に代入して 

 1 1 2 2 3 3a e a e e a e e a e= + +  

内積はスカラーなのでベクトルと順序を変えてもよい。 
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 

1 1 2 2 3 3

3

1 1 2 2 3 3

1

i i

i

a e e a e e a e e a

e e e e e e a e e a
=

= + +

= + + =
 

 

問題 6.3 

 x x =B  

単位ダイアディックを挿入する。 

 
1

m

j

x j j x
=

 =B  

両辺に i をかける。 

 
1

m

j

i x i j j x
=

 = B  

 

問題 6.4 

 

  
1 1

low even 1 2 3 4 2 4 6
2 3

1
{ 1 2 1 4 1 6 2 2 2 4 2 6

2 3

1 1
3 2 3 4 3 6 4 2 4 4 4 6 } {2}

2 3 3

= + + + + +

= + + + + + +

+ + + + + = =

 

 

問題 6.5 

 

   

  





 

1 1
even even 2 4 6 2 4 6

3 3

1
2 4 6 2 2 4 4 6 6

3

1
2 2 2 2 4 4 2 6 6 4 2 2 4 4 4 4 6 6

3

6 2 2 6 4 4 6 6 6

1
2 4 6 4

3

= + + + +

= + + + +

= + + + + +

+ + +

= + + =

N N

 



33 

 

   

  





 

1 1
low low 1 2 3 4 1 2 3 4

2 2

1
1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4

4

1
1 1 1 1 2 2 1 3 3 1 4 4

4

2 1 1 2 2 2 2 3 3 2 4 4

3 1 1 3 2 2 3 3 3 3 4 4

4 1 1 4 2 2 4 3 3 4 4 4

1
1 2 3 4 2.5

4

= + + + + + +

= + + + + + +

= + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

= + + + =

N N

 

 

問題 6.6 

 

   

  
1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

tot

( ) (1) (2) ( ) (1) (2)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2)

(1) (1) (2) (2)

(1) (2)Q Q Q

 +  =    +   

=         

=     +    

=   +  

= +   

Q Q Q Q

Q + Q

Q Q

Q Q

 

  
1

1 2 3 4 5 6
6

 = + + + + + を代入すると、 

 
1 2 1 2( ) (1) (1) (2) (2)

3.5 3.5 7

 +  =   +  

= + =

Q Q Q Q
 

 

問題 6.7 

ブラとケットの間に単位ダイアディック（式(6.58)）を 2個挟み、式を整理する。 

 

  
  

A B A B

A B

A B

*

A B

d d

d d

( ) ( )d d

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x 

  =  

  =  

  =  

  =

 

 

 

EE

  

内積をディラックのデルタ関数（式(6.59)）に書き換える。 
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 

*

A B

*

A B

( ) ( ) ( )d d

( ) ( )d ( )d

x x x x x x

x x x x x x

  

  

  = −

  = −

 

 
 

デルタ関数の性質（式(6.61)）を利用する。 

 
*

A B( ) ( )dx x x =   

 

問題 6.8 

式(6.70)左辺の Pと|>との間に単位ダイアディックを挿入する。 

 d

d

x x x

x x x p

 = 

  = 

    = 





P PE

P

P

 

両辺に左から x をかける。 

 

d

d

x x x x x p

x x x x p x

   = 

   = 





P

P
 

 

問題 6.9 

式(6.84)の左辺： 

 

( )
1 2

1 2

1 2

1 2

tot 1 2

1

2

(1,2, , ) (1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

n

n

n

n

n s s s

s s s

s s s

s s n s

n n

n

n

n

 = + + +      

=      

+      

+

+      

H H H H

H

H

H

 

式(6.85a)を使い 

 

1 1 2

1 2 2

1 2

1 2 1 2

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

( ) (1) (2) ( )

n

n

n n

n n

s s s s

s s s s

s s s s

s s s s s s

n

n

n

n







  

=      

+      

+

+      

= + + +      

 

式(6.85b)を用いると 
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1 2tot

tot

(1) (2) ( )

(1,2, , )

ns s sE n

E n

=      

= 
 

となる。これは式(6.84)の右辺に等しい。 

 

問題 6.10 

 
1 1 2 2

1

n

s s s s ns nc c c c 
=

 =  =  +  + +   

このベクトルの二乗ノルムを計算する。 

 

*

1 1

*

1 1

*

1 1

* * *

1 1 11 1 2 12

* *

1 1

n n

s s s s

n n

s s

n n

s s

s s s s ns ns nn

n n n

s s s s

c c

c c

c c S

c c S c c S c c S

c c c c S

   
 

   
 

  
 

    
   



= =

= =

= =

= = 

  
  =    

  

=  

=

= + + +

= +

 





 

 

これは必ずしも 1にならない（Sは式(6.93)の重なり積分）。 

 

問題 6.11 

式(6.95)に左から  をかけると、式(6.98)と類似の式①を得る。 

  1 1 2 2 1 1 2 2s s s n ns s s s s n nsH c H c H c H c S c S c c S c        + + + + + = + + + + ・・・① 

一方、式(6.99a)の, s成分は 

左辺： 

 
( )

1

2

1 2

1 1 2 2

( )

s

s

s n

s

ns

s s s n ns

c

c

H H H H
c

c

H c H c H c H c

    


    

 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

= + + + + +

HC
 

右辺： 
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( )

11 12 1 1 1 11 2 12 1

21 22 2 2 1 21 2 22 2

1 2 1 1 2 2

1

2

1 2( ) 1

n n n

n n n

n n nn n n n n nn

s s

s s

s n

s s

s ns

s

c c c O c c c

c c c c c c

c c c O c c c

c

c

S S S
c

c

   


   

   

   











    
    
    = =
    
    
    

 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

=

CE

SCE

 1 1 2 2s s s n nsS c S c c S c   + + + +

 

これらはそれぞれ式①の左辺、右辺に等しい。 

 

問題 6.12 

式(6.104)に式(6.105)を代入すると 

左辺： 

 

0 0 0.372 0.601 0.601 0.372

0 0.601 0.372 0.372 0.601

0 0.601 0.372 0.372 0.601

0 0 0.372 0.601 0.601 0.372

0.372 0.601 0.601 0.372 0.601 0.372 0.372 0.601

0.601 0.973 0.372

 

  

  

 

       

 

  
  

− −  =
  − −
  

− −  

+ + − −

+
=

HC

0.229 0.372 0.229 0.601 0.973

0.601 0.973 0.372 0.229 0.372 0.229 0.601 0.973

0.372 0.601 0.601 0.372 0.601 0.372 0.372 0.601

     

       

       

 
 

+ − + − + 
 + − − − + −
 

+ − − − − + 

 

右辺： 
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0.372 0.601 0.601 0.372 1.618

0.601 0.372 0.372 0.601 0.618

0.601 0.372 0.372 0.601 0.618

0.372 0.601 0.601 0.372 1.618

0.372( 1.618 ) 0.601( 0.618 ) 0.601( 0.618 ) 0.372(

O

O

 

 

 

 

      

+  
  

− − +  =
  − − −
  

− − −  

+ + −

=

CE

1.618 )

0.601( 1.618 ) 0.372( 0.618 ) 0.372( 0.618 ) 0.601( 1.618 )

0.601( 1.618 ) 0.372( 0.618 ) 0.372( 0.618 ) 0.601( 1.618 )

0.372( 1.618 ) 0.601( 0.618 ) 0.601( 0.618 ) 0.372( 1.618 )



       

       

       

−


+ + − − − −
 + − + − − −


+ − + − − −

0.372 0.602 0.601 0.371 0.601 0.371 0.372 0.602

0.601 0.972 0.372 0.230 0.372 0.230 0.601 0.972

0.601 0.972 0.372 0.230 0.372 0.230 0.601 0.972

0.372 0.602 0.601 0.371 0.601

       

       

       

    








+ + − −

+ + − + − +
=

+ − − − + −

+ − − 0.371 0.372 0.602  

 
 
 
 
 

− − + 

 

となって、両辺は小数位 3桁目が±1の範囲で一致する。この誤差は 

 
5 1 5 1

1.618, 0.618
2 2

+ −
 

と近似しているために生じる。 

 

問題 6.13 

 

T

1 1 1 1

1

†

( )

( )

tr( )

tr( )

n n n n

n

  
   




= = = =

=

=

=

=

=

 



Ρ S Ρ S

PS

PS

CNC S

 

行列の順序を変えてもトレースは不変なので 

 
†tr( )= NCC S  ・・・① 

である。 

式(6.100)より、ユニタリ行列 Cʹが次のように定義される。 

 

1/2 † 1/2 † 1/2

1/2 1/2

1

− −

− −

−

  =  =

=

=

C S C CC S C C S

S S

S

 

これを①に代入して 

 

T 1

1 1

tot

( ) tr( )

tr

n n

N


 

−

= =

=

= =

 Ρ S NS S

N
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問題 6.14 

2 *Tχ どうしのアダマール積を計算する。 

 

2

2 2

*

* *

*

(3 0 1 1 1)

(3 0 1 1 1) (3 0 1 1 1)

(9 0 1 1 1)

T

T T



= − −

 = − − − −

= 

χ

χ χ

χ

 

ここで式(3.20)を利用して 

 

1*

2*

d 3* d

4*

5*

T

* d *

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 8 0 0 0

[ ] , [ ]2 1 2 0 0 0 0 3 0 0

3 0 1 1 1 0 0 0 6 0

3 0 1 1 1 0 0 0 0 6

[ ]i i ii

T T

T h 

     
     

− −     
      = =−
     

− −     
     − −    

 =

Χ D

D

χ

χ

χ

χ

χ

χ χ

 

i*と*の内積（ただし間に D[Td]を挟む）を順に計算していく。 

i = 1 (A1): 

 ( )*1*

T

d

1 0 0 0 0 9

0 8 0 0 0 0

[ ] 240 0 3 0 0 1

0 0 0 6 0 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1

6 1

T 

  
  
  
   =
  
 



=

 
  
 

Dχ χ  

i = 2 (A2): 

 ( )T

*1* d

1 0 0 0 0 9

0 8 0 0 0 0

[ ] 00 0 3 0 0 1

0 0 0 6 0 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1

6 1

T 

  
  
  
   =
  
  
  
  

= − −D χχ  

i = 3 (E): 

 ( )T

1* d *

1 0 0 0 0 9

0 8 0 0 0 0

[ ] 240 0 3 0 0 1

0 0 0 6 0 1

0 0 0 0 1

2 1 2 0 0

6

T  =

  
  
  
   =
  
  
  
  

−Dχ χ  

i = 4 (T1): 
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 ( )*1*

T

d

1 0 0 0 0 9

0 8 0 0 0 0

[ ] 240 0 3 0 0 1

0 0 0 6 0 1

0 0 0 6

3 0 1 1 1

0 1

T 

  
  
  
   =
  
  
  


= −

 

−



Dχ χ  

i = 5 (T2): 

 ( )*1*

T

d

1 0 0 0 0 9

0 8 0 0 0 0

[ ] 240 0 3 0 0 1

0 0 0 6 0 1

0 0 0 6

3 0 1 1 1

0 1

T 

  
  
  
   =
  
  
  


= −

 

−



Dχ χ  

それぞれ Td群の位数（h = 24）で割って、既約表現の係数を得る。 

 A1: 1, A2: 0, E: 1, T1: 1, T2: 1 

 
1 1 2* * * * *

2

2 2 2 1 1 2( )

A E T T

t t t A E T T

 = + + +

 = → + + +

χ χ χ χ χ
 

三重に縮重した軌道 t2に電子が 2個入る場合、3×3で 9通りの電子配置が区別できる。そのうち 1個

は A1状態であり、2個は E状態の基底をなし、3個は T1状態の基底をなし、3個は T2状態の基底を

なす。 


