
演習問題解答 

1.1 (解答)  

支点 A, B に生じる支点反力は図 1 の 3 つである。 

トラス全体において，x, y 方向の力の釣合いと 

点 A まわりのモーメントの釣合いは 

 𝑅A𝑥
+ 𝑅𝐵𝑥

= 0        ① 

 𝑅A𝑦
− 2𝑃 = 0       ② 

 𝑃𝐿 + 2𝑃𝐿 + 𝑅𝐵𝑥
∙ 𝐿 = 0   ③ 

 

②から，𝑅A𝑦
= 2𝑃 

③から，𝑅𝐵𝑥
= −3𝑃 

①から，𝑅A𝑥
= −𝑅𝐵𝑥

= 3𝑃 

 

1.2 (解答)  

部材の x方向，y方向の力の釣合い，および点 Aにおけるモーメントの釣合いから 

x方向： 𝑅A𝑥
+  2𝑃 =  0             ① 

y方向： 𝑅A𝑦
+ 𝑅B𝑦

− 𝑃 =  0        ② 

モーメント(点 A まわり)： 

－𝑅B𝑦
× 𝑎 +  𝑃 × 𝑎 +  𝑃 × 𝑏 =  0    ③ 

① から，𝑅𝐴𝑥
=  －2𝑃 

③ から，𝑅B𝑦
= 𝑃

𝑎+𝑏

𝑎
 

② から，𝑅A𝑦
= 𝑃 − 𝑅𝐵𝑦

= −𝑃 ×
𝑏

𝑎
 

 

1.3 (解答) 

部材(はり)の x方向，y方向の力の釣合い，および点 Bにおけるモーメントの釣合いから 

x 方向： 𝑅A𝑥
= 0              ① 

y 方向： 𝑅A𝑦
+ 𝑅𝐵𝑦

− 𝑃 − 𝑃 = 0    ② 

モーメント(点 Bまわり)： 

𝑅A𝑦
+ 𝐿 − 𝑃 × (2 3⁄ )𝐿 − 𝑃(𝐿 3⁄ ) = 0  ③ 

 ∴ 𝑅A𝑦
= 𝑃  

 𝑅B𝑦
= 𝑃 

  (𝑅A𝑥
= 0) 
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1.4 (解答) 

部材の x方向，y方向の力の釣合い，および点 Aにおけるモーメントの釣合いから 

x方向： 𝑅A𝑥
= 0                   ① 

y方向： 𝑅A𝑦
− 𝑃 − 𝑓 × 𝐿 = 0         ② 

モーメント(A点回り)： 

−𝑀A + 𝑓𝐿 × 𝐿/2 + 𝑃 × 𝐿 = 0      ③ 

 

(注) 分布荷重 f が作用する長さは L であるから，トータル f・L の荷重が長さ方向中央(x 

= L/2)に作用しているのと静力学的に等価である。 

 

① から，𝑅A𝑦
= 𝑃 + 𝑓𝐿 

③ から，𝑀A = 𝑃𝐿 +
𝑓𝐿2

2
 (𝑅A𝑥

= 0) 

 

1.5 (解答) 

部材の x方向，y方向の力の釣合い，および点 Aにおけるモーメントの釣合いから 

x方向： 𝑅A𝑥
= 0                     ① 

y方向： 𝑅A𝑦
− 𝑃 = 0                ② 

モーメント： −𝑀A + 𝑀 + 𝑃 × 𝐿 = 0  ③ 

②から，𝑅A𝑦
= 𝑃 

③から，𝑀A = 𝑀 + 𝑃𝐿 

        (𝑅A𝑥
= 0) 

 

1.6  (解答) 

支点 O に生じる支点反力は図 2 の 2 つである。 

ワイヤーには，図のような張力 T が生じる。 

構造物全体において，x, y 方向の力の釣合いと 

点 O まわりのモーメントの釣合いは 

 OA𝑥
− 𝑇 cos 30° = 0                  ① 

 OA𝑦
− 2𝑃 + 𝑇 sin 30° = 0       ② 

𝑃 × (𝐿 2⁄ ) + 𝑃 ∙ 𝐿 − 𝑇 sin 30° × 𝐿 = 0   ③ 

①から，OA𝑥
= 𝑇 cos 30° =

√3

2
𝑇 

③から，𝑇 = 3𝑃 

②から，OA𝑦
=

𝑃

2
,   OA𝑥

=
√3

2
𝑇 =

3√3

2
𝑃 
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演習問題解答  

 

2.1（解答）  

垂直応力 σ は  

      𝜎 =  
𝑃

𝐴
= 

6×103

π(0.0152− 0.012)
= 1.53 × 107 (Pa)  (15.3 (MPa)) 

棒の伸び δ は  

      𝛿 =
𝑃𝐿

𝐴𝐸
=  

6×103 ×0.3

π(0.0152− 0.012)×210×109 = 2.18 × 10−5 (m)  (0.022 (mm)) 

 

2.2（解答）  

垂直応力：𝜎 =  𝐸 × 𝜀 =  210 × 109 × (0.1 × 10−3) = 2.1 × 107(Pa)  (21 (MPa)) 

伸び  𝛿 =  
𝑃𝐿

𝐴𝐸
 より，𝑃 = 𝛿 × 

𝐴𝐸

𝐿
 

断面積：𝐴 = π × (0.01252 − 0.012)  =  1.77 × 10−4(m2) 

したがって，引張荷重 P は 

   𝑃 = 𝛿 ×  
𝐴𝐸

𝐿
= 0.1 × 10−3  × 1.77 × 10−4  × 210 × 109 = 3.72 × 103 (N)  (3.72 (kN)) 

 

2.3（解答）  

断面積：𝐴 = 0.022  =  4 × 10−4 (m2) 

垂直応力：𝜎 =
𝑃

𝐴
= 

6×103

4 ×10−4 = 1.5 × 107 (Pa)  (15 (MPa)) 

ヤング率：𝐸 =
𝜎

𝜀
=

1.5×107

0.0001
= 1.5 × 1011 (Pa)  (150 (GPa)) 

 

2.4（解答）  

部材①，②いずれも生じる内力は P である。  

各部材が引張荷重 P によって生じる伸びを求め，和をとる。  

部材①の伸び  

   𝛿1 =  
𝑃 𝐿1

𝐴1𝐸1
=  

6 × 103 × 0.2

π0.0152 × 210 × 109
= 8.08 × 10−6 (m) 

部材②の伸び  



   𝛿2 =  
𝑃 𝐿2

𝐴2𝐸2
=  

6 × 103 × 0.1

π0.0052 × 180 × 109
= 4.24 × 10−5 (m) 

 

全体の伸びは  

     𝛿1 +  𝛿2 =  8.08 × 10−6 + 4.24 × 10−5 = 5.05 × 10−5  (m)   (0.051 (mm))  

 

2.5（解答）  

必要なボルトの本数を n とすると，物体に作用する重力とボルトの最大発生力

の釣合いから以下の式が得られる。  

  6000 × 9.8 =
𝜋×0.0122

4
× 150 × 106 × 𝑛 

 

したがって，  𝑛 =  3.46 

ボルトの本数は整数値をとり， 4 本  

 

2.6（解答）  

垂直ひずみは， 𝜀 =  
0.5

1000
= 5 × 10−4 

横ひずみは， 𝜀′ =  
−0.015

100
= −1.5 × 10−4 

したがってポアソン比は  

   𝜈 =  | 
𝜀′

𝜀
 | = 0.3 

 



演習問題解答  

 

3.1（解答）  

式(3.1)で，断面積  𝐴(𝑥)  =  𝑎2 (一定)とおいて，軸力 N は 

   𝑁(𝑥) = 𝑃 + ∫ 𝜌𝐴(𝑥)𝑔 d𝑥 = 𝑃 +  𝜌𝑎2𝑔 𝑥
𝑥

0

 

式(3.3)から  

   𝛿 =  ∫
𝑁(𝑥)

𝐴𝐸
 d𝑥 =  ∫

(𝑃 +  𝜌𝑎2𝑔 𝑥)

𝑎2𝐸
d𝑥 =

𝐿

0

 
𝑃

𝑎2𝐸
𝐿 + 

𝜌𝑔

2𝐸
 𝐿2

𝐿

0

 

 

 

3.2（解答）  

図のように x 座標をとると，座標 x における断面積は  

  𝐴(𝑥) =  (0.5 +
1 − 0.5

3
 𝑥)

2

= (0.5 + 0.17𝑥)2 

上端の変位 δ は式 (3.3)から 

𝛿 =  ∫
𝑃

𝐴(𝑥)𝐸
 d𝑥 =

𝑃

𝐸
 ∫ (0.5 + 0.17𝑥)−2d𝑥

3

0

ℎ

0

= −
𝑃

0.17 × 𝐸
 [(0.5 + 0.17𝑥)−1]0

3

=  −
1000 × 103

0.17 × 30 × 109
× −1.01 = 1.98 × 10−4  (m) (0.198 mm) 

 

3.3（解答）  

左右の棒に生ずる軸力を N1 , N2 とする(上向き＋)。 

力の釣合いから  

 𝑁1  +  𝑁2－  𝑃 =  0         ① 

変位の条件として， 2 本の棒の伸びは等しいから，式(2.6)より  

    
𝑁1𝐿

𝐴𝐸1
=  

𝑁2𝐿

𝐴𝐸2
                 ② 

①，②から  



𝑁1 =  
𝑃𝐸1

𝐸1 + 𝐸2
  ,   𝑁2 =  

𝑃𝐸2

𝐸1 + 𝐸2
  

 

3.4（解答）  

棒における力の釣合いから  

  －𝑅1  +  𝑃 +  𝑅2 =  0        ① 

図の①～③の各部に生ずる伸びを δ1～ δ3 とすると，式(2.6)から  

     𝛿1 =  
𝑅1𝐿1

𝐴1𝐸1
,         𝛿2 =  

𝑅1𝐿

𝐴2𝐸2
,   𝛿3 =  

𝑅2𝐿

𝐴2𝐸2
 

 

変位の条件(両端固定 )から 

   𝛿1  + 𝛿2  + 𝛿3  =  0        ② 

①，②から  

   𝑅1 =  
𝑃𝐿

𝐴2𝐸2
 (

𝐿1

𝐴1𝐸1
+

2𝐿

𝐴2𝐸2
)

−1
 

                𝑅2 =  
𝑃𝐿

𝐴2𝐸2
 (

𝐿1

𝐴1𝐸1
+

2𝐿

𝐴2𝐸2
)

−1

− 𝑃 

 

3.5 (解答) 

この問題は静定である。水平方向および鉛直方向の力の釣合いは  

   −𝑁1sin30° + 𝑁2sin60° + 𝑃 = 0    ①  

   𝑁1cos30° + 𝑁2cos60° = 0        ② 

①，②から  

     𝑁1 =  
𝑃

2
 ,     𝑁2 =  −

√3

2
 𝑃 

 

3.6 (解答) 

温度変化(ΔT)と荷重 (R)が同時に作用した時の部材①，②の伸びを δ1， δ2 とす

る。式(3.6)から 



   𝛿1 =  −
𝑅𝐿

𝐴𝐸1
+ 𝛼1Δ𝑇𝐿,     𝛿2 =  −

𝑅𝐿

𝐴𝐸2
+ 𝛼2Δ𝑇𝐿 

変位の条件(両端固定 )から 

  𝛿1 +  𝛿2 = 0 

即ち 

 −
𝑅𝐿

𝐴𝐸1
+ 𝛼1Δ𝑇𝐿 − 

𝑅𝐿

𝐴𝐸2
+ 𝛼2Δ𝑇𝐿 = 0 

∴  𝑅 =   
(𝛼1+ 𝛼2) 𝛥𝑇

1

𝐴𝐸1
 + 

1

𝐴𝐸2

 

 

3.7（解答）  

ボルトについては添字を１，円管については添字を 2 として示す。  

ボルトと円管の変形量 δ は  

   𝛿1＝𝛼1Δ𝑇𝐿, 𝛿2＝𝛼2Δ𝑇𝐿  

𝛼1＜𝛼2 であるから，無荷重の場合は円管の方の変位が大きい。  

しかしナットで拘束され両者の変位は等しいため，円管は圧縮力 -P，ボルトは

引張力 P を受ける。 (𝑃 =  50 × 106 × A2 × 10−6＝1500 N) 

これらの力による変形量は，式(2.6)から  

   𝛿1 =  
𝑃𝐿

𝐴1𝐸1
 , 𝛿2 =  −

𝑃𝐿

𝐴2𝐸2
 

 

熱および荷重による変位の和はボルトと円管では等しいから，式 (3.6)より 

  𝛼1Δ𝑇𝐿 +
𝑃𝐿

𝐴1𝐸1 
 =  𝛼2Δ𝑇𝐿 −

𝑃𝐿

𝐴2𝐸2
 

これをΔ𝑇について解くと  

 

Δ𝑇 =
𝑃

 𝛼2―𝛼1
(

1

𝐴1𝐸1
+

1

𝐴2𝐸2
) =  

1500

6×10−6 (
1

50×10−6×210×109 +
1

30×10−6×130×109)  =  87.9 ℃   

 



演習問題  

 

4.1（解答）  

𝐴 =
π𝑑4

4
, 𝑄 = 𝑇/(𝐷/2) であるから  

ボルトのせん断応力は， 𝜏 =  𝑄 / 𝐴＝
8𝑇

π 𝑑2 𝐷
=  

8×20

π ×0.012×0.05
= 10.2 × 106 (Pa)  

せん断ひずみは， 𝛾＝𝜏/ 𝐺 ＝
10.2×106

80×109 = 1.28 × 10−4 

 

4.2（解答）  

ボルト 1 本の許容せん断力は  

𝐹 =  𝜏𝑎 ×
𝜋𝑑4

4
= 80 × 106 ×

𝜋×0.0122

4
= 9.05 × 103 (N)  

ボルトは n 本で回転中心からの距離は D /2 であるから，トルク (T)の釣合いから  

   𝑛 × 𝐹 ×
𝐷

2
= 𝑇 

𝑛 =
2𝑇

𝐹 𝐷
 =

2 × 7 × 103

9.05 × 103 × 0.2
= 7.73 

したがって，必要なボルトの本数は 8 本である。 

 

4.3（解答）  

式(4.10)より 

   𝜏max =  
𝑀𝑡

𝐼𝑝
×

𝑑

2
 

      𝑀𝑡 =
2 × 𝜏max × 𝐼𝑝

𝑑
=

𝜋𝑑3

16
 𝜏max =

𝜋 × (35 × 10−3)3

16
× 75 × 106 = 631 (N ∙ m) 

 

4.4（解答）  

内径は35 − (5 × 2) = 25 (mm) である。 

外径，内径の断面 2 次モーメントを Ip1 ,  Ip2 とすると  

   𝐼𝑝 =  𝐼𝑝1 − 𝐼𝑝2 =  
𝜋{(35×10−3)4−(25×10−3)4}

32
=  1.09 × 10−7  (m4)  

 



   𝜏max =  
𝑀𝑡

𝐼𝑝
×

𝑑

2
 より  

   𝑀𝑡 =
2𝜏max × 𝐼p

𝑑
 =

2 × 75 × 106 × 1.09 × 10−7

35 × 10−3
= 467 (N ∙ m) 

 

4.5（解答）  

d1 部に作用するねじれモーメントは 2×M t, d2 部に作用するねじれモーメント

は M t である。各部に生ずるねじれ角の和が全体のねじれ角となる。  

各部の断面 2 次極モーメントは  

 𝐼𝑝1  =
π𝑑1

4

32
=  7.95 × 10−8 (m4),   𝐼𝑝2 =

π𝑑2
4

32
=  1.57 × 10−8 (m4) 

d1 部に生ずるねじれ角は式(4.9)から 

   𝜃1 =  
2𝑀𝑡 × 0.5

𝐺𝐼𝑝1
=  

2 × 500 × 0.5

75 × 109 × 7.95 × 10−8
= 0.084 (rad) 

d2 部に生ずるねじれ角は  

   𝜃2 =  
𝑀𝑡 × 0.3

𝐺𝐼𝑝2
=  

500 × 0.3

75 × 109 × 1.57 × 10−8
= 0.13 (rad) 

したがって  

   𝜃 = 𝜃1 + 𝜃2 = 0.21 (rad) (12.3°)  

 

4.6 (解答) 

区間 AB に生ずるねじりモーメントは 2M t, 区間 BC に生ずるねじりモーメン

トは M t となる。  

ねじれ角の式(4.9)およびせん断応力の式 (4.10)より各部の値は以下となる。  

   𝜃AB =
2𝑀𝑡 𝐿/2

𝐺𝐼𝑝1
=

32𝑀𝑡𝐿

𝐺 𝜋𝑑4(24−0.54)
=

2.01 𝑀𝑡𝐿

𝜋𝑑4𝐺
  

 𝜃BC =
𝑀𝑡×𝐿/2

𝐺𝐼𝑝2
=  

32𝑀𝑡𝐿/2

𝜋𝑑4𝐺
=  

16𝑀𝑡𝐿

𝜋𝑑4𝐺
 

したがって全体のねじれ角は  

 𝜃total =  𝜃AB + 𝜃BC =  
18.01 𝑀𝑡𝐿

𝜋𝑑4𝐺
 

せん断応力は  

 𝜏AB =
2𝑀𝑡

𝐼𝑝1
×

2𝑑

2
=  

4.02 𝑀𝑡

𝜋𝑑3  



     𝜏BC =
𝑀𝑡

𝐼𝑝2
×

𝑑

2
= 

16𝑀𝑡

𝜋𝑑3  

せん断応力の最大値は，大きい方の値をとって  

    𝜏max =
16𝑀𝑡

𝜋𝑑3  

 

4.7（解答）  

軸のねじれ角を rad 単位に変換すると， 1.5/57.3 = 0.0262 (rad) 

式(4.9)より  

  𝜃 =  
𝑀𝑡 ×𝐿

𝐺×𝐼p
=  

𝑀𝑡×𝐿×32

𝐺×𝜋𝑑4 =  
3000×1.5×32

80×109× 𝜋𝑑4  ≦ 0.0262 (rad)  

∴   𝑑 =  6.84 × 10−2 (m)      (68.4 (mm)) 

 

4.8 (解答) 

図 1 に示したように点 A，B の反力のモーメントを MA ,  MB とする。ただし，

MA , MB のねじりの向きを +とする。  

(1)長さ a の区間の任意の断面においては，その断面で切断した部分のモーメ

ントの釣合いから，内力のモーメントは -MA となる。  

 

 

 

 

 

(2) 長さ b の区間の任意の断面においても同様に，内力のモーメントは  

M t－MA となる (𝑀A－𝑀𝑡 + 𝑀B  =  0 より )。  

 

 

 

 

 

 

MA  

－MA  

A A～C 間の断面  

MA  

MB  

A C～B 間の断面  C 

a b 

M t  

図 1 

図 2 



(3) 長さ c の区間の任意の断面における内力のモーメントは－MB となる。  

 

 

 

 

 

棒全体のモーメントの釣合いから  

     𝑀A − 𝑀𝑡 − 𝑀𝑡 + 𝑀B = 0       ①  

長さ a ,  b,  c の各区間のねじれ角を θa ,  θb , θc とすると，両端固定の条件から  

 𝜃𝑎  + 𝜃𝑏  + 𝜃𝑐  =  0             ② 

(1)において，点 C におけるねじれ角は点 A を基準として  

   𝜃𝑎 =  − 
𝑎×𝑀A

𝐺 𝐼𝑝
     (注) MA の方向を＋とする。  

(2)において，点 D におけるねじれ角は点 C を基準として  

   𝜃𝑏 =   
𝑏×(𝑀𝑡− 𝑀A)

𝐺 𝐼𝑝
   (注) MA の方向を＋とする。  

(3)において，点 B におけるねじれ角は点 D を基準として  

   𝜃𝑐 =   
𝑐×𝑀B

𝐺 𝐼𝑝
       (注) MA の方向を＋とする。  

(注) Ip は断面 2 次極モーメント  

 

これらを②へ代入すると  

−𝑎 × 𝑀A + 𝑏 (𝑀𝑡 − 𝑀A) +  𝑐 × 𝑀B = 0       ②’  

①，②’を連立して解くと  

   𝑀A =  
𝑏 + 2𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 𝑀𝑡 

   𝑀B =  
2𝑎 + 𝑏

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 𝑀𝑡 

 

4.9 (解答) 

軸外径を d とすると，内径は 0.5d となる。  

－MB  

MB  

B C～B 間の断面  

図 3 



この軸の断面 2 次極モーメントは  

   𝐼𝑝 =  
𝜋𝑑4(1 − 0.54)

32
=  9.20 × 10−2 × 𝑑4  (m4) 

式(4.14)より 

   𝑇 =  
𝐻

𝜔
=  

1.5 × 105

2𝜋 × 200/60
= 7.16 × 103 (N ∙ m) 

   𝜏max =  
𝑇

𝐼𝑝
×

𝑑

2
=

7.16 × 103

9.20 × 10−2 × 𝑑4
×

𝑑

2
=  

7.16 × 103

18.4 × 10−2 × 𝑑3
= 75 × 106 

∴ 𝑑 =  8.04 × 10−2 (m) (80.4 (mm)) 

 



演習問題解答  

 

5.1（解答）  

例題 5.3(b-2)の解答により，BMD は𝑥 =  𝐿/2において最大となる。最大値は𝑓𝐿2/8

である。断面 2 次モーメントは  

    𝐼 =  
π 𝑑4(1−(2/3)4)

64
= 1.25 × 10−2 π𝑑4 

したがって最大曲げ応力は  

    𝜎max =  
 𝑀(𝑥)max

𝐼
×  

𝑑

2
=  

𝑓𝐿2

8
×

1

1.25×10−2 π 𝑑4
× 

𝑑

2
=  

5𝑓𝐿2

𝑑3  

 

5.2（解答）  

全体 (幅 b，高さ h の長方形 )の断面 2 次モーメントを IA，上下の四角形（幅 b1，

高さ h1）の断面 2 次モーメントを IB とする。  

平行軸の定理により IB は  

   𝐼B =  
𝑏2ℎ1

3

12
+ 𝑏2ℎ1 × (

ℎ1+ℎ2

2
)

2
 

 

したがって H 型の断面 2 次モーメントは  

   𝐼 = 𝐼A − 2 × 𝐼B =  
𝑏ℎ3

12
− 2 × {

𝑏2ℎ1
3

12
+ 𝑏2ℎ1 × (

ℎ1+ℎ2

2
)

2
} 

 

5.3（解答）  

内力のモーメントは，モーメントの釣合いから  

−𝑀0 − 𝑃𝑥 − 
𝑓

2 
 𝑥2 + 𝑀(𝑥) = 0 

∴ 𝑀(𝑥) =
𝑓

2
 𝑥2 + 𝑃𝑥 + 𝑀0 

これをはりのたわみの基本式に代入して 2 回積分すると  

d2𝑣1

d𝑥2
= − 

𝑀1(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 (

𝑓

2
 𝑥2 + 𝑃𝑥 + 𝑀0) 

𝑣’ = −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

6
𝑥3 +

𝑃

2
 𝑥2 + 𝑀0𝑥 + 𝐶1) 



𝑣 = −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

24
𝑥4 +

𝑃

6
 𝑥3 + 

𝑀0

2
𝑥2 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

境界条件：𝑥 =  𝐿 で  𝑣’ =  0, 𝑣 =  0 から  

𝐶1 =  −
𝑓𝐿3

6
−

𝑃𝐿2

2
− 𝑀0𝐿 

𝐶2 =  
𝑓𝐿4

8
+

𝑃𝐿3

3
+

𝑀0𝐿2

2
 

たわみ v の式に 𝑥 = 0 を代入して  

𝑣(0)  = −
𝐶2

𝐸𝐼
 = −

1

𝐸𝐼
 (

𝑓𝐿4

8
+

𝑃𝐿3

3
+

𝑀0𝐿2

2
) 

 

5.4（解答）  

この問題は対称性が使えるため，0 ≦ 𝑥 ≦ 𝐿/2 の範囲で考える。  

y 方向の釣合いから，点 A の支点反力： 𝑅A  =
𝑃+𝑓𝐿

2
 

内力モーメントは，モーメントの釣合いから  

𝑅A𝑥 − 
𝑓

2 
 𝑥2 + 𝑀(𝑥) = 0 

∴ 𝑀(𝑥) =
𝑓

2
 𝑥2 − 𝑅A𝑥 

これをはりのたわみの基本式に代入して 2 回積分する。  

d2𝑣

d𝑥2
= − 

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 (

𝑓

2
 𝑥2 − 𝑅A𝑥) 

𝑣’ =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

6
𝑥3 −

𝑅A

2
 𝑥2 + 𝐶1) 

𝑣 = −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

24
𝑥4 −

𝑅A

6
 𝑥3 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

 

境界条件：𝑥 =  0 で𝑣 =  0，𝑥 =  𝐿/2 で  𝑣’ =  0 から 

𝐶2 = 0 



𝐶1 =  
𝑓𝐿3

24
+

𝑃𝐿2

16
 

したがって  

𝑣 (
𝐿

2
) =  −

1

𝐸𝐼
 {

𝑓

24
(

𝐿

2
)

4
−

𝑃+𝑓𝐿

12
 (

𝐿

2
)

3
+ (

𝑓𝐿3

24
+

𝑃𝐿2

16
)

𝐿

2
} = −

1

𝐸𝐼
(

5𝑓𝐿4

384
+ 

𝑃𝐿3

48
)   

 

5.5（解答）  

点 A, B の支点反力を RA ,  RB とする。  

力およびモーメント (点 B まわり)の釣合いから  

 𝑅A  + RB  =  0  

 −𝑀0  + 𝑅A × 𝐿 + 𝑀0  =  0  

したがって，𝑅A  =  𝑅B  =  0  

内力のモーメントは  

  𝑀(𝑥)  =  𝑀0  

これをはりのたわみの基本式に代入して 2 回積分する。  

d2𝑣

d𝑥2
= − 

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 𝑀0 

𝑣’ = −
1

𝐸𝐼
 (𝑀0𝑥 + 𝐶1) 

𝑣 = −
1

𝐸𝐼
 (

𝑀0

2
𝑥2 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

境界条件：𝑥 =  0 で  𝑣 =  0，𝑥 =  𝐿 で  𝑣 =  0 から  

𝐶2 = 0 

𝐶1 =  −
𝑀0𝐿

2
 

(注 )対称性も使える．この場合は，境界条件  𝑥 = 𝐿 で𝑣 = 0 の代わりに 𝑥 = 𝐿/2

で 𝑣’ = 0 を使う。  

したがって  

𝑣 (
𝐿

2
) =  −

1

𝐸𝐼
 {

𝑀0

2
(

𝐿

2
)

2
−

𝑀0𝐿

2
 
𝐿

2
} =  

𝑀0𝐿2

8𝐸𝐼
   



 

5.6 (解答) 

反力を求める。対称性から  

𝑅A =  𝑅B  =
1

2
 
𝑓𝐿

2
 = 

𝑓𝐿

4
 

 0 ≦ 𝑥 ≦ 𝐿/2 の範囲で内力モーメントを求める。  

図より  

𝑅A 𝑥 −  
𝑓

𝐿
 𝑥2 ×

𝑥

3
+ 𝑀(𝑥) = 0 

したがって，𝑀(𝑥) =  
𝑓

3𝐿
 𝑥3 − 

𝑓𝐿

4
 𝑥 

 

 

これをはりのたわみの基本式に代入して 2 回積分すると  

d2𝑣

d𝑥2
= − 

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 (

𝑓

3𝐿
 𝑥3 − 

𝑓𝐿

4
 𝑥) 

𝑣’ = −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

12𝐿
 𝑥4 − 

𝑓𝐿

8
 𝑥2 + 𝐶1) 

𝑣 = −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

60𝐿
 𝑥5 − 

𝑓𝐿

24
 𝑥3 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

境界条件：𝑥 =  0 で  𝑣 =  0，𝑥 =  𝐿/2 で  𝑣’ =  0 から  

𝐶2 = 0 

𝐶1 =  
5𝑓𝐿3

192
 

したがって  

𝑣 (
𝐿

2
) =  −

1

𝐸𝐼
 {

𝑓

60𝐿
 (

𝐿

2
)

5
− 

𝑓𝐿

24
 (

𝐿

2
)

3
+

5𝑓𝐿3

192

𝐿

2
} = −

𝑓𝐿4

120𝐸𝐼
   

 

5.7 (解答) 

2 つの荷重 P が個々に作用した場合のたわみを求めて，重ね合わせの原理によ

って解を求める。  

f×
𝑥

𝐿/2
 

M(x) 

RA

1

2
・ x×

𝑓𝑥

𝐿/2
 

𝑥 2𝑥

3
 

図 自由体図  



(注)通常の解き方では， 2 区間 (𝑥 = 0～𝐿/2 および 𝑥 = 𝐿/2～𝐿)の問題となり計

算量が多くなる。）  

(1) 片持ちはりの自由端 (𝑥 = 0) に荷重 P のみが作用した場合の自由端のたわ

み v1  

例題 5.12(a-1)の結果により  

𝑣1(0)  = −
𝑃𝐿3

3𝐸𝐼
 

(2)𝑥 = 𝐿/2 に荷重 P のみが作用した場合の自由端のたわみ v2 

𝑥 = 𝐿/2 の位置に生ずるたわみ角およびたわみは，例題 5.12(a-1)の結果によ

り 

𝑣2’(
𝐿

2
)  =

𝑃

2𝐸𝐼
 (

𝐿

2
)

2
=  

𝑃𝐿2

8𝐸𝐼
  

𝑣2 (
𝐿

2
)  =  −

𝑃

3𝐸𝐼
 (

𝐿

2
)

3
=  −

𝑃𝐿3

24𝐸𝐼
  

したがって，この場合における自由端のたわみは  

𝑣2(0) =  𝑣2  (
𝐿

2
) − 

𝐿

2
 × 𝑣2′ (

𝐿

2
)  =  −

𝑃𝐿3

24𝐸𝐼
−

𝐿

2
× 

𝑃𝐿2

8𝐸𝐼
=  − 

5𝑃𝐿3

48𝐸𝐼
 

(1), (2)の場合のたわみの和をとり  

𝑣(0)  =  𝑣1(0) + 𝑣2(0)  =  − 
7𝑃𝐿3

16𝐸𝐼
 

 

5.8 (解答) 

この問題では，はりの張り出し部に荷重が作用していないので， x 座標の原点

を点 B とする。  

はりの中央部は分布荷重を受ける単純支持はりであるから，点 B のたわみ角

は例題 5.12(b-2)の結果から  

𝑣𝐵’ =  −
𝑓

24𝐸𝐼
 𝐿3 

自由端 A でのたわみは，はり AB 部が直線のままたわみ角 vB
’傾くことで生ず

る。したがって  



𝑣A  =  −
𝐿

4
×  𝑣B’ =  

𝑓

96𝐸𝐼
 𝐿4 

 

5.9 (解答) 

このはりは対称性が使えるので，区間 AC(C:中点)で考える。  

点 B における反力は  

𝑅A  =  𝑅B  =  𝑃 

(i) 区間 AB において，内力モーメントは，𝑀1(𝑥) =  𝑃𝑥 

これをはりのたわみの基礎式に代入して 2 回積分すると，  

d2𝑣1

d𝑥2
= − 

𝑀1(𝑥)

𝐸𝐼
= −

𝑃𝑥

𝐸𝐼
  

𝑣1’ =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑃

2
𝑥2 + 𝐶1) 

𝑣1  =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑃

6
𝑥3 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

(ⅱ) 区間 BC において内力モーメント M2(x)は 

−𝑃𝑥 + 𝑅B (𝑥 −
𝐿

4
) + 𝑀2(𝑥) = 0 より，𝑀2(𝑥)  =  

𝑃𝐿

4
 

これをはりのたわみの基本式に代入して 2 回積分すると  

d2𝑣2

d𝑥2
= − 

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 
𝑃𝐿

4
 

𝑣2’ =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑃𝐿

4
𝑥 + 𝐶3) 

𝑣2  =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑃𝐿

8
𝑥2 + 𝐶3𝑥 + 𝐶4) 

境界条件：𝑥 =  𝐿/4 で  𝑣1  =  𝑣2  =  0    ①，②  

 𝑥 =  3𝐿/4 (点 C) で  𝑣2’ =  0   ③  

連続の条件：𝑥 =  𝐿/4 で，𝑣1’ =  𝑣2’         ④  

①から，
𝑃

6
 (

𝐿

4
)

3
+ 𝐶1

𝐿

4
 + 𝐶2 = 0 



②から，
𝑃𝐿

8
 (

𝐿

4
)

2
+ 𝐶3 (

𝐿

4
) + 𝐶4 = 0 

③から，
𝑃𝐿

4
 
3𝐿

4
+ 𝐶3 = 0 

④から，
𝑃

2
 (

𝐿

4
)

2
+ 𝐶1 =

𝑃𝐿

4
 
𝐿

4
+ 𝐶3 

これらを連立して解くと  

𝐶1 = −
5𝑃𝐿2

32
,  𝐶2 =

7𝑃𝐿3

192
 

     𝐶3 =  −
3𝑃𝐿2

16
, 𝐶4 =  

5𝑃𝐿3

128
 

これより点 A のたわみは  

𝑣1(0)  =  −
𝐶2

𝐸𝐼
=  −

7𝑃𝐿3

192𝐸𝐼
 

 

5.10 (解答) 

反力を求める。  

y 方向の力の釣合い：−2𝑓𝐿 + 𝑅A + 𝑅B  =  0 

(点 B まわり)モーメントの釣合い：𝑅A・𝐿 +  2𝑓𝐿 × 0 =  0 

これより  

            𝑅A  =  0,  𝑅B =  2𝑓𝐿 

区間 AB (0≦ x≦L)の範囲での内力モーメントは 

  𝑀1(𝑥) =
1

2
・𝑓𝑥2 

区間 BC (L≦ x≦2L)の範囲での内力モーメントは 

    𝑀2(𝑥)  =  (1/2) 𝑓𝑥2  −  2𝑓𝐿𝑥 +  2𝑓𝐿2 

各区間において，内力のモーメントをはりのたわみの基礎式に代入して，2 回

積分する。  

(i) 区間 AB 

d2𝑣1

d𝑥2
= − 

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 (

𝑓

2
 𝑥2) 

𝑣1’ =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

6
 𝑥3 + 𝐶1) 



𝑣1  =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

24
𝑥4 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

(ⅱ) 区間 BC 

d2𝑣2

d𝑥2
= − 

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 (

𝑓

2
 𝑥2 −  2𝑓𝐿𝑥 +  2𝑓𝐿2) 

𝑣2’ =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

6
 𝑥3 − 𝑓𝐿𝑥2  +  2𝑓𝐿2𝑥 + 𝐶3) 

𝑣2  =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

24
𝑥4 −

𝑓𝐿

3
𝑥3  +  𝑓𝐿2𝑥2 + 𝐶3𝑥 + 𝐶4) 

積分定数 C1～C4 を境界条件および連続の条件で求める。  

境界条件：𝑥 =  0 で  𝑣1  =  0          ① 

𝑥 =  𝐿 で  𝑣1  =  𝑣2  =  0    ②, ③  

連続の条件：𝑥 =  𝐿 で，𝑣1’ =  𝑣2’     ④ 

①から，C2  = 0, ②から，𝐶1  =  − 𝐿3/24  

③，④から，  𝐶3  =  −25 𝐿3/24, 𝐶4  =  𝐿4/3  

自由端 C のたわみは  

𝑣2 (2𝐿)  =  −
𝑓𝐿4

4𝐸𝐼
 

 

5.11 (解答) 

点 C のたわみを δ  (上向き )とすると，点 C は荷重 P とばねからの反力𝑘・𝛿 

(向き：下)を受けている。即ち，点 C に𝑃 + 𝑘・𝛿 の下向き荷重が作用して，

たわみが δ である。  

単純支持はりのたわみの結果から  

𝛿 =  −
(𝑃 + 𝑘𝛿)𝐿3

48𝐸𝐼
 

これより δ を求めると  



𝛿 =  −
𝑃𝐿3

48𝐸𝐼 + 𝑘𝐿3
 

 

 



演習問題解答  

 

6.1（解答）  

対称性により反力は  

𝑅A  =  𝑅B  =  𝑃/2,  𝑀A  =  𝑀B 

MA は釣合いの式から求まらないので未知数とする。  

区間 0～ x におけるモーメントの釣合いから  

                       −𝑀A + 𝑅A・𝑥 +  𝑀(𝑥)  =  0 

                          𝑀(𝑥)  =  −
𝑃

2
 𝑥 + 𝑀A 

たわみの基本式 (5.16)に代入して  

d2𝑣

d𝑥2
= − 

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
= −

1

𝐸𝐼
 (−

𝑝

2
 𝑥 + 𝑀A ) 

𝑣’ =  −
1

𝐸𝐼
 (−

𝑝

4
 𝑥2 + 𝑀A𝑥 + 𝐶1) 

    𝑣 =  −
1

𝐸𝐼
 (−

𝑃

12
 𝑥3 +  

1

2
𝑀𝐴 𝑥

2 +  𝐶1 𝑥 + 𝐶2) 

境界条件：𝑥 = 0 のとき，𝑣’ =  𝑣 =  0 から，𝐶1  =  𝐶2  =  0 

          𝑥 = 𝐿/2 のとき,  𝑣’ =  0 から，𝑀A＝𝑃𝐿/8 

したがって， 𝑣 =  −
1

𝐸𝐼
 (−

𝑃

12
 𝑥3 +

𝑃𝐿

16
𝑥2) 

𝑥 = 𝐿/2 を代入して， 𝑣 ＝ −
𝑃𝐿3

192𝐸𝐼
  

 

6.2（解答）  

反力 RA は未知数とすると，内力モーメント M(x)は 

 −𝑀0  + 𝑅A・𝑥 −
𝑓𝑥2

2
 +  𝑀(𝑥)  =  0 

𝑀(𝑥)  =  
𝑓𝑥2

2
  − 𝑅A・𝑥 + 𝑀0 

たわみの基本式に代入して  

d2𝑣

d𝑥2
= −

1

𝐸𝐼
 (

𝑓

2
 𝑥2 − 𝑅A 𝑥 + 𝑀0 ) 



𝑣’ =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

6
 𝑥3 −

𝑅A

2
𝑥2 + 𝑀0𝑥 + 𝐶1) 

    𝑣 =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑓

24
 𝑥4 −

𝑅A

6
𝑥3 +  

1

2
𝑀 0 𝑥

2 + 𝐶1 𝑥 + 𝐶2) 

境界条件：𝑥 =  0 のとき，  𝑣 =  0 から，𝐶2  =  0 

     𝑥 =  𝐿 のとき，𝑣’ =  𝑣 =  0 より 

           𝑅A  =  
3𝑓𝐿

8
+

3𝑀0

2𝐿
 

                    𝐶1  =  
𝑓𝐿3

48
−

𝑀0𝐿

4
 

たわみの式に𝑥 = 𝐿/2 を代入して  

          𝑣 =  −
1

𝐸𝐼
(

𝑓𝐿4

192
− 

𝑀0𝐿2

32
)  

 

6.3（解答）  

問題における不静定はりは，図 1 に示すようにモーメント荷重を受ける単純支

持はりの重ね合わせと等価である。  

 

 

 

 

 

 

 

(i) まず両端にモーメント荷重 MA ,  MB を受ける単純支持はりを考える。  

 支点反力 RA , RB を y 方向の力の釣合いから求めると  

      𝑅A  =  
1

𝐿
 (𝑀A − 𝑀B), 𝑅B =  −

1

𝐿
 (𝑀A − 𝑀B) 

したがって内力モーメントは， 𝑀(𝑥)  =  𝑀A − (𝑀A − 𝑀B)
𝑥

𝐿
 

これをたわみの基本式に代入して積分すると  

  
d2𝑣1

d𝑥2 = −
1

𝐸𝐼
 (𝑀A − (𝑀A − 𝑀B)

𝑥

𝐿
 ) 

  𝑣1’ =  −
1

𝐸𝐼
 (𝑀A𝑥 − (𝑀A − 𝑀B)

𝑥2

2𝐿
+ 𝐶1) 

  𝑣1  =  −
1

𝐸𝐼
 (

𝑀A𝑥2

2
− (𝑀A − 𝑀B)

𝑥3

6𝐿
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

L  

x  MA  

A  

MB  

(i)両端に MA ,  MB が作用する単純支持はり  (ⅱ)中点に M0 が作用する単純支持はり  

L  

x  

L /2  

M0  

A  L /2  

図 1 固定—固定はりの重ね合わせ法による置換え  



境界条件： x  = 0 および x  = L で v  = 0 から 

     𝐶1＝ −
1

6
(2𝑀A + 𝑀B)𝐿, 𝐶2  =  0 

したがってたわみ角は  

  𝑣1’ =  
𝐿

6𝐸𝐼
 {3(𝑀A − 𝑀B)

𝑥2

𝐿2 − 6𝑀A  
𝑥

𝐿
+ (2𝑀A + 𝑀B)}      ① 

 

(ⅱ) はりの中間部にモーメント荷重 M0 を受ける単純支持はりを考える。  

反力を RA ,  RB として、はりにおける釣合いの式をたてると  

𝑅A  + 𝑅B  =  0 , 𝑅A・𝐿 − 𝑀0  =  0 

したがって，             𝑅A =  −𝑅B  =  𝑀0/𝐿 

区間0 ≦ 𝑥 ≦ 𝐿/2 における内力モーメント M1(x)は  

           𝑀1(𝑥)  =  −
𝑀0

𝐿
 𝑥 

これをたわみの基本式に代入して 2 回積分すると  

  
d2𝑣1

d𝑥2 =
𝑀0

𝐸𝐼
 
𝑥

𝐿
  

  𝑣1’ =  
𝑀0

𝐸𝐼𝐿
 (

𝑥2

2
+ 𝐶1) 

  𝑣1  =  
𝑀0

𝐸𝐼𝐿
 (

𝑥3

6
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

 

区間𝐿/2 ≦ 𝑥 ≦ 𝐿 における内力モーメント M2(x)は  

  𝑀2(𝑥)  =  −
𝑀0

𝐿
 (𝑥 − 𝐿) 

これをたわみの基本式に代入して 2 回積分すると  

  
d2𝑣2

d𝑥2 =
𝑀0

𝐸𝐼
 
(𝑥−𝐿)

𝐿
  

  𝑣2’ =  
𝑀0

𝐸𝐼𝐿
 {

(𝑥−𝐿)2

2
+ 𝐶3} 

  𝑣2 =  
𝑀0

𝐸𝐼𝐿
 {

(𝑥−𝐿)3

6
+ 𝐶3(𝑥 − 𝐿) + 𝐶4} 

境界条件：𝑥 =  0 で 𝑣1  =  0, 𝑥 =  𝐿 で𝑣2  =  0 

連続の条件：𝑥 =  𝐿/2 で 𝑣1’ =  𝑣2’, 𝑣1  =  𝑣2 

これらから  

  𝐶1＝ −
𝐿2

24
, 𝐶2  =  0 

  𝐶3  = −
𝐿2

24
, 𝐶4  =  0 

したがってたわみ角は  



区間0 ≦ 𝑥 ≦ 𝐿/2 で， 𝑣1’ =  
𝑀0

𝐸𝐼𝐿
 (

𝑥2

2
−

𝐿2

24
)           ② 

区間𝐿/2 ≦ 𝑥 ≦ 𝐿 で， 𝑣2’ =  
𝑀0

𝐸𝐼𝐿
 {

(𝑥−𝐿)2

2
−

𝐿2

24
}         ③ 

(1)および(2)のたわみ角の式①，②, ③に𝑥 =  0 および L を代入すると各はり

における両端 A, B のたわみ角は  

(1)のたわみ角: 𝜃1A  =  
(2𝑀A+𝑀B)𝐿

6𝐸𝐼
, 𝜃1B  =  −

(𝑀A+2𝑀B)𝐿

6𝐸𝐼
 

(2)のたわみ角: 𝜃2A  =  −
𝑀0𝐿

24𝐸𝐼 
,   𝜃2B =  −

𝑀0𝐿

24𝐸𝐼 
 

(i)における両端のたわみ角 θ1A ,  θ1B ,  (ⅱ)における両端のたわみ角を θ2A ,  θ2B に

おいて，はりは両端固定であるから  

𝜃1A + 𝜃2A =  0 および 𝜃1B  + 𝜃2B =  0 

したがって  

𝑀A  =  
𝑀0

4
, 𝑀B  =  −

𝑀0

4
 

支点反力は最初に導いた RA , RB に MA ,  MB を代入して  

                      𝑅A  =  
𝑀0

2𝐿
,  𝑅B  =  −

𝑀0

2𝐿
 

 

6.4 (解答) 

はりは図 2 に示す各荷重を受ける片持ちはりの重ね合わせと等価である。  

各はりの先端 (x=0)におけるたわみをそれぞれ ,  v1 ,  v2,  v3 とすれば，重ね合わせ

た先端のたわみが 0 であることから，反力 RA が求められる。  

(i) 三角形の分布荷重を受ける片持ちはりの先端のたわみは，例題 5.15 より  

𝑣1  =  −
𝑓𝐿4

30𝐸𝐼
 

 

 

 

 

 

(ⅱ) 曲げモーメント M0 を受ける片持ちはり先端のたわみは，例題 5.12(a-3)

より 

L  

x  

f 

図 2 



𝑣2  =  −
𝑀0𝐿2

2𝐸𝐼
 

 

 

 

 

(3) 集中荷重 RA を受ける片持ちはり先端のたわみは，例題 5.12(a-1)より  

𝑣3  =  
𝑅A𝐿3

3𝐸𝐼
 

 

 

 

 

したがって，𝑣A =  𝑣1  + 𝑣2  + 𝑣3  =  −
𝑓𝐿4

30𝐸𝐼
−

𝑀0𝐿2

2𝐸𝐼
+ 

𝑅A𝐿3

3𝐸𝐼
 =  0 より  

𝑅A  =  
𝑓𝐿

10
 + 

3𝑀0

2𝐿
 

 

6.5 (解答) 

座標 x における断面 2 次モーメントは  

 𝐼 =   
𝑏ℎ3

12
 

 

したがって，座標 x における曲げ応力は  

 𝜎(𝑥)  =   𝑃・𝑥 ×
12

𝑏ℎ(𝑥)3 ×
ℎ(𝑥)

2
 =  

6𝑃 𝑥

𝑏ℎ(𝑥)2 

最大曲げ応力は固定端に生じて  

      𝜎max  =  
6𝑃𝐿

𝑏 ℎ0
2 

𝜎(𝑥)  = 𝜎max とするので  

      ℎ(𝑥)  =  ℎ0√
𝑥

𝐿
 

L  

x  

M0  

L  

x  

RA  

図 3 

図 4 



6.6 (解答) 

図 5 に示すように座標系をとると，各点に生じるたわみは以下となる。 

(注) 各点のたわみおよびたわみ角は例題 5.12 参照，ねじれ角は式 (4.9)参

照。 

 

 

 

 

 

図 5 

 

(i) 点 A 

①荷重 P によるたわみ：𝑣A1 = −
𝑝𝐿3

3𝐸𝐼
 

②モーメント M0(= PL/2)によるたわみ： 𝑣A2 =  −
𝑀0𝐿2

2𝐸𝐼
=  −

𝑃𝐿3

4𝐸𝐼
 

荷重 P とモーメント M0 によるたわみ角の和：𝑣A’ =  
𝑃𝐿2

𝐸𝐼
 

ねじりモーメント Mt0(=PL/2)によるねじれ角 : 𝜃A = −
𝑀𝑡𝐿

𝐺 𝐼𝑝
=  −

𝑃 𝐿2

2𝐺𝐼𝑝
 

(ⅱ) 点 B 

③荷重 P による AB 間のたわみ：  𝑣B1  =  −
𝑝(

𝐿

2
)

3

3𝐸𝐼
=  −

𝑃𝐿3

24𝐸𝐼
 

④点 A のねじれ角による AB 間の剛体回転によるたわみ：  𝑣B2  =
𝐿

2
× 𝜃A =  −

𝑃𝐿3

4𝐺𝐼𝑝
 

ねじりモーメント M t(= P×L/2)によるねじれ角：  𝜃B  =  
𝑀𝑡𝐿/2

𝐺 𝐼𝑝
=  

𝑃 𝐿2

4𝐺𝐼𝑝
 

(ⅲ) 点 C 

⑤荷重 P による BC 間のたわみ：  𝑣C1  =  −
𝑝 (

𝐿

2
)

3

3𝐸𝐼
=  −

𝑃𝐿3

24𝐸𝐼
 

⑥点 A のたわみ角による BC 間の剛体回転によるたわみ：  

 𝑣C2 =  −
𝐿

2
× 𝑣𝐴

′ =  −
𝑃𝐿3

2𝐸𝐼
 

⑦点 B のねじれ角 θB によるたわみ：  𝑣C3  =  −
𝐿

2
× 𝜃B = −

𝑃𝐿3

8𝐺𝐼𝑝
 

①～⑦によるたわみの和が点 C のたわみ v となる。  

L  

L /2  

P 

O 

A 

B 

L /2  

C 

v  

𝜽𝐀 

𝜽𝐁 



         𝑣 =  𝑣A1 + 𝑣A2  + 𝑣B1  + 𝑣B2  + 𝑣C1  + 𝑣C2  + 𝑣C3  

              =  −
𝑝𝐿3

3𝐸𝐼
 −

𝑃𝐿3

4𝐸𝐼
−

𝑃𝐿3

24𝐸𝐼
 −

𝑃𝐿3

4𝐺𝐼𝑝
 −

𝑃𝐿3

24𝐸𝐼
 −

𝑃𝐿3

2𝐸𝐼
−

𝑃𝐿3

8𝐺𝐼𝑝
 =  −

7𝑃𝐿3

6𝐸𝐼
−

3𝑃𝐿3

8𝐺𝐼𝑝
  

ここで，  

      𝐼 =  
𝜋𝑑4

64
 ,   𝐼𝑝 =  

𝜋𝑑4

32
 

より 

      𝑣 = −
224𝑃𝐿3

3𝜋𝑑4𝐸
− 

12𝑃𝐿3

𝜋𝑑4𝐺
 



演習問題解答  

 

7.1（解答）  

式(7.11), (7.13)から 

𝜎1 or 𝜎2 =  
1

2
 (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) ± 

1

2
 √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)2 + 4𝜏𝑥𝑦

2 

=
1

2
 (80 − 30) ± 

1

2
 √(80 + 30)2 + 4 × 252 =  85.4, −35.4 (MPa)  

𝜏max =   
1

2
 √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)2 + 4𝜏𝑥𝑦

2  =  
1

2
 √(80 + 30)2 + 4 × 252  =  60.4 (MPa)      

式(7.8)から  

𝜎𝑥’ =  
1

2
 (𝜎𝑥  + 𝜎𝑦)  + 

1

2
 (𝜎𝑥  − 𝜎𝑦)cos2𝜃 + 𝜏𝑥𝑦  sin2𝜃  

=  
1

2
 (80 − 30) + 

1

2
 (80 + 30) cos(−90°) − 25sin(−90°)  =  50 (MPa) 

𝜎𝑦 ’ =  
1

2
 (𝜎𝑥  + 𝜎𝑦)  − 

1

2
 (𝜎𝑥  − 𝜎𝑦)cos2𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 sin2𝜃  

=  
1

2
 (80 − 30) − 

1

2
 (80 + 30) cos(−90°) +  25sin(−90°)  =  0 

𝜏𝑥𝑦 ’ =  
1

2
 (𝜎𝑦  − 𝜎𝑥) sin2𝜃 + 𝜏𝑥𝑦 cos2𝜃  

=  
1

2
 (−30 − 80) sin(−90°) − 25cos(−90°)  =  55 (MPa) 

 

7.2（解答）  

式(7.11)から 

𝜎1 or 𝜎2 =  ± 
1

2
 √4 × 502  =  50, −50 (MPa)  

式(7.13)から 

    𝜏max =  ± 
1

2
 √4 × 502  =  ±50 (MPa)   

式(7.10), (7.12)から 

   𝜃0  =
1

2
 tan−1∞ = ±0.785 (rad)  

𝜃1 =  
1

2
 tan−1 0

2×50
 =  0 (rad)  

(注)  𝜃0  の方向は 90°/2 で π/4 rad である。  



 

7.3（解答）  

(1) 

 

 

 

 

(2)  

 

 

 

 

 

(3) 

 

 

 

(4) 

 

 

 

 

(5) 

 

 

 

 

 

(100, 0) (50,0) 

O σσ

τ  

σ  
σ 1=100 

τ m a x=25 

σ 2=50 

(100, 0) (-50,0) 

O σσ

τ  

σ  
σ 1=100 

τ m a x=75 

σ 2=-50 

(-100, 0) (-50,0) 

O 
σ

σ

τ  

σ  

σ 1=-50 

τ m a x=25 

σ 2=-100 

(100,25) 

(50,-25) 

O σσ

τ  

σ  
σ 1=110.4 

τ m a x=35.4 

σ 2=39.6 

(0,-50) 

(0, 50) 
τ  

σ  
σ 1=50 

τ m a x=50 

σ 2=-50 

図 1 

図 2 

図 3 

図 4 

図 5 



7.4（解答）  

𝜎𝑥  =
𝑃

𝐴
=  

1000

𝜋×(0.052− 0.0442)

4

= 2.26 × 106 (Pa) 

𝜏𝑥𝑦  =
𝑀𝑡

𝐼𝑝
×  

𝑑

2
=  

100

2.46×10−7 ×
0.05

2
= 1.02 × 107 (Pa)  

(ここで，  𝐼𝑝  =
π(𝑑0

4− 𝑑1
 4)

32
=  

π

32
× (0.054 − 0.0444) =  2.46 × 10−7  (m4)) 

 

(𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜏𝑥𝑦)  =  (2.26, 0, 10.2) (MPa) であるから  

𝜎1 or 𝜎2 =  
1

2
 (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) ± 

1

2
 √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)2 + 4𝜏𝑥𝑦

2 

=  
1

2
× 2.26 ± 

1

2
 √2.262 + 4 × 10.22  =  11.4, −9.13 (MPa)  

𝜏max =   
1

2
 √2.262 + 4 × 10.22 = 10.3 (MPa)  

 

7.5 (解答)  

許容応力＝
200

2
= 100 (MPa) 

𝜎𝜃 =  
𝑟

𝑡
 𝑝 =  

0.25×0.5

𝑡
 =

0.125

𝑡
 (MPa)  

𝜎𝑧 =  
𝑟

2𝑡
 𝑝 =  

0.25×0.5

2𝑡
=  

0.0625

𝑡
 (MPa) 

𝜏𝜃𝑧 =  0 (MPa) 

 

(𝜎𝑥 ,  𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦)  =  (𝜎𝜃, 𝜎𝑧, 𝜏𝜃z) と対応するので(例題 7.5 参照)  

𝜎1  =  
1

2
 (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) + 

1

2
 √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)2 + 4𝜏𝑥𝑦

2 

=  
1

2
 (

0.125

𝑡
+ 

0.0625

𝑡
) + 

1

2
 √(

0.125

𝑡
− 

0.0625

𝑡
)

2

 =  
0.0938

𝑡
+ 

0.0625

2𝑡
=

0.125

𝑡
≦ 100  

𝑡 ≧  
0.125

100
= 1.25 ×  10−3 (m) (1.25 mm)  

 

7.6 (解答) 

𝜎𝜃 =  
𝑟

𝑡
 𝑝 =  

300×10−3

3×10−3 × 3 = 300 (MPa) 

𝜎𝑧 =  
𝑟

2𝑡
 𝑝 =  

300×10−3

2×3×10−3 × 3 = 150 (MPa) 



𝜏𝑥𝑦  =
𝑀0

𝐼𝑝
×  

𝑑

2
=  

50×103

𝜋(0.6064− 0.64)

32

× 
0.606

2
= 2.93 × 107 (Pa) (29.3 (MPa)) 

(𝜎𝑥 ,  𝜎𝑦)  =  (𝜎𝜃 , 𝜎𝑧) と対応するので (例題 7.5 参照) 

𝜎1 or 𝜎2 =  
1

2
 (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) ± 

1

2
 √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)2 + 4𝜏𝑥𝑦

2 

=  
1

2
 (300 + 150) ± 

1

2
 √1502 + 4 × 29.32 

=  305.5, 144.5 (MPa) 

𝜏max  =
1

2
 √1502 + 4 × 29.32 = 80.5 (MPa)  

 

7.7 (解答) 

部材 OA において，点 A には荷重 P とねじりモーメント𝑀𝑡 = 𝑃 × 𝐿2 が作用す

る。 

𝜎A𝑥  =  
𝑀0

𝐼
× 

𝑑

2
= 𝑃 × 𝐿 × 

64

𝜋𝑑4 × 
𝑑

2
= 800 × 1 × 

32

𝜋×0.053 = 6.52 × 107 (Pa) 

𝜏𝑥𝑦  =
𝑀𝑡

𝐼𝑝
×  

𝑑

2
=  𝑃 × 𝐿2 ×

32

𝜋𝑑4 × 
𝑑

2
= 800 × 0.5 × 

16

𝜋×0.053 = 1.63 × 107 (Pa) 

 

(𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜏𝑥𝑦)  =  (65.2, 0, 16.3) (MPa)であるから  

𝜎max =  
1

2
× 65.2 + 

1

2
 √65.22 + 4 × 16.32 = 69.0 (MPa) 

𝜏max =   
1

2
 √65.22 + 4 × 16.32 = 36.4 (MPa)  

 

7.8 (解答) 

板の x ,  y 方向の側面の面積は  

𝐴𝑥 =  0.5 × 0.02 = 0.01 (m2)  

𝐴𝑦 = 0.01 (m2)  

したがって側面に生ずる応力は  

𝜎𝑥  =  
𝑃𝑥

𝐴𝑥
=  

800×103

0.01
= 80 × 106 (Pa) 

𝜎𝑦  =  
𝑝𝑦

𝐴𝑦
=  

500×103

0.01
= 50 × 106 (Pa) 

式(7.21)～式(7.23)からひずみを求めると  



𝜀𝑥  =
1

𝐸
 (𝜎𝑥 − 𝜈𝜎𝑦) =  

1

130 × 109
 (80 × 106 − 0.33 × 50 × 106) = 4.88 × 10−4 

𝜀𝑦  =
1

𝐸
 (𝜎𝑦 − 𝜈𝜎𝑥) =  

1

130 × 109
 (50 × 106 − 0.33 × 80 × 106) = 1.82 × 10−4 

𝜀𝑧  = −
𝜈

𝐸
 (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) =  −

0.33

130 × 109
 (80 × 106 + 50 × 106) = −3.30 × 10−4 

 

 



演習問題解答  

 

8.1（解答）  

𝜏 =  0 で，𝜎𝑥 >  0 , 𝜎𝑦  <  0 であるから， 𝜎1 = σ𝑥 =  𝜎, 𝜎2 = 0, 𝜎3 =  𝜎𝑦 =  −𝜎/2 

(1) 最大主応力説  

 𝜎1  ≧  𝜎𝑌  即ち，  𝜎 ≧  𝜎𝑌  

 

(2) 最大せん断応力説  

  𝜎1  − 𝜎3  =  𝜎𝑌  

 即ち，𝜎 +  𝜎/2 =  3𝜎/2 =  𝜎𝑌  

 

(3) せん断ひずみエネルギー説  

    (𝜎1 − 𝜎2)2
 
+ (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2 = 2 𝜎𝑌

2  

ここで  

  𝜎1  − 𝜎2  =  𝜎 

    𝜎2  − 𝜎3  =  𝜎/2 

    𝜎3  − 𝜎1  =  −3𝜎/2 

これらをせん断ひずみエネルギー説の式 (8.4)に代入して  

 
7𝜎2

2
= 2𝜎𝑌

2 

すなわち， 𝜎 =  
2

√7
 𝜎𝑌 

 

8.2（解答）  

τ ≠ 0 であるから，主応力を求める。  

𝜎1 or 𝜎3 =  
1

2
 (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) ± 

1

2
 √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)

2
+ 4𝜏𝑥𝑦

2 =  
1

2
 (−𝜎 + 

𝜎

2
 )  ± 

1

2
 √(−

3

2
 𝜎)

2
+ 4 (

𝜎

4
)

2
  

= − 
𝜎

4
 ± 

√10

4
 𝜎 

𝜎2 =  0 



(注)  𝜎3 < 0であるから，𝜎2 が 0 となる。  

 

(1) 最大主応力説  

𝜎1 =
−1+√10

4
 𝜎 ≧ 𝜎𝑌  

 

(2) 最大せん断応力説  

 𝜎1  − 𝜎3  =  
√10

2
𝜎 =  𝜎𝑌  

 

(3) せん断ひずみエネルギー説  

 𝜎1  − 𝜎2  =  − 
𝜎

4
+ 

𝜎

4
 (√10) 

    𝜎2  − 𝜎3  =  
𝜎

4
+ 

𝜎

4
 (√10) 

   𝜎3  − 𝜎1  =  −
√10

2
 𝜎 

より 

(−
𝜎

4
+ 

𝜎

4
 (√10))

2

+ ( 
𝜎

4
+ 

𝜎

4
 (√10))

2

+ (− 
√10

2
 𝜎)

2

=  2 𝜎𝑌
2  

即ち，𝜎 =  
4

√31
 𝜎Y  

 

8.3 (解答) 

𝜎𝑥 =  
𝑃

𝐴
 =  

4𝑃

𝜋𝑑2  

𝜎𝑦 =  0 

𝜏𝑥𝑦 =  
𝑀𝑡

𝐼𝑝
×  

𝑑

2
=  

16𝑀𝑡

𝜋𝑑3   

これより  

𝜎1 or 𝜎3 =  
1

2
 𝜎𝑥 ± 

1

2
 √𝜎𝑥

2 + 4𝜏𝑥𝑦
2 

   = 
2𝑃

𝜋𝑑2 ± 
1

2
 √(

4𝑃

𝜋𝑑2)2 + 4 (
16𝑀𝑡

𝜋𝑑3 )
2
 =

2𝑃

𝜋𝑑2 ± 
2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2
  

これより  



𝜎1 =  
2𝑃

𝜋𝑑2
 + 

2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2

 

𝜎2 = 0 

𝜎3 =  
2𝑃

𝜋𝑑2
− 

2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2

 

 

(1) 最大主応力説  

𝜎1  ≧  𝜎𝑌 

2𝑃

𝜋𝑑2  + 
2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2
 ≧  𝜎𝑌  

(2) 最大せん断応力説  

𝜎1  − 𝜎3  =
4

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2
 =  𝜎𝑌  

(3) せん断ひずみエネルギー説  

𝜎1  − 𝜎2  =
2𝑃

𝜋𝑑2
 + 

2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2

 

𝜎2  − 𝜎3  =  −
2𝑃

𝜋𝑑2
 +  

2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2

 

𝜎3  − 𝜎1  =  −
4

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2

 

したがって，式 (𝜎1 − 𝜎2)2
 
+ (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2 = 2 𝜎𝑌

2 は以下となる。  

(
2𝑃

𝜋𝑑2  + 
2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2
)

2

+ (−
2𝑃

𝜋𝑑2 + 
2

𝜋𝑑2
√𝑃2 + 64 (

𝑀𝑡

𝑑
)

2
)

2

+ (−
4

𝜋𝑑2)
2

(𝑃2 +

64 (
𝑀𝑡

𝑑
)

2
) = 2 𝜎𝑌

2  

 

8.4 (解答) 

𝜎𝜃 =  
𝑟

𝑡
 𝑝  



𝜎𝑧 =  
𝑟

2𝑡
 𝑝 + 

𝑟

4𝑡
 𝑝 =  

3𝑟

4𝑡
 𝑝 

𝜏𝑥𝑦  =  0 

𝜏𝑥𝑦  =  0 であるから，𝜎𝜃 , 𝜎𝑧 は主応力である。  

 𝜎𝜃 > 𝜎𝑧 > 0 であるから  

𝜎1 =  𝜎𝜃 ,  𝜎2 =  𝜎𝑧,  𝜎3 =  0 

 

(1) 最大主応力説  

𝜎1  ≧ 𝜎𝑌 ⇒ 𝜎𝜃  =
𝑟

𝑡
 𝑝 ≧  𝜎𝑌  

(2) 最大せん断応力説  

𝜎1  − 𝜎3  =  𝜎𝜃  ⇒   
𝑟

𝑡
 𝑝 =  𝜎𝑌 

(3) せん断ひずみエネルギー説  

𝜎1  − 𝜎2  =  𝜎𝜃  − 𝜎𝑧  =  
𝑟

4𝑡
 𝑝  

   𝜎2  − 𝜎3  =  𝜎𝑧 =  
3𝑟

4𝑡
 𝑝 

   𝜎3  − 𝜎1  =  − 
𝑟

𝑡
 𝑝 

これより  

 (
𝑟

4𝑡
 𝑝)

2
+ (

3𝑟

4𝑡
 𝑝)

2
+ (−

𝑟

𝑡
 𝑝)

2
=  2 𝜎𝑌

2 

  ∴  𝑝 =  
4

√13
 

𝑡

𝑟
 𝜎𝑌 

 

 



演習問題解答  

 

9.1（解答）  

式(9.11)より曲げによるひずみエネルギーは  

  𝑈 =  ∫
𝑀2

2𝐸𝐼

𝐿

𝑜
d𝑥  

自由端から固定部へ向かう座標を x とすると，内力曲げモーメントは  

𝑀(𝑥)  =  𝑃・𝑥 +  𝑀 であるから  

 𝑈1 =  ∫
𝑀2

2𝐸𝐼

𝐿

𝑜
d𝑥 = 

1

2𝐸𝐼
 ∫ (𝑃𝑥 + 𝑀)2 d𝑥 = 

𝐿

𝑜

1

6𝐸𝐼 𝑃
 {(𝑃𝐿 + 𝑀)3 − 𝑀3}  

断面 2 次モーメント 𝐼 =  
𝜋𝑑4

64
 を代入して  

    𝑈1 =
32

3𝜋𝑑4𝐸 𝑃
 {(𝑃𝐿 + 𝑀)3 − 𝑀3} 

式(9.8)によりねじりのひずみエネルギーは  

    𝑈 =   
𝑀𝑡

2

2𝐺𝐼𝑝
 𝐿 

断面 2 次極モーメント 𝐼𝑝  =  
𝜋𝑑4

32
 を代入して，𝑈2 =   

16𝑀𝑡
2

𝜋𝑑4𝐺
 𝐿 

ひずみエネルギー U は両者の和をとり  

    𝑈 =
32

3𝜋𝑑4𝐸 𝑃
 {(𝑃𝐿 + 𝑀)3 − 𝑀3} + 

16𝑀𝑡
2

𝜋𝑑4𝐺
 𝐿 

 

9.2 （解答）  

各トラスに生ずる軸力を N1(AC），N2(AB および AD)とする。  

鉛直方向の力の釣合いから  

   2𝑁2 cos 𝜃 + 𝑁1  −  𝑃 =  0 

これより，𝑁2 =  (𝑃 −  𝑁1)/2cos𝜃 

トラスに蓄えられるひずみエネルギーは  

𝑈 =
𝑁1

2𝐿

2𝐴𝐸
+ 2 × 

𝑁2
2

2𝐴𝐸
 

𝐿

cos𝜃
=  

𝑁1
2𝐿

2𝐴𝐸
+

𝐿

𝐴𝐸cos𝜃
(

𝑃 − 𝑁1

2cos𝜃
)

2

 

点 C における反力は N1 であり，点 C の変位は０である。  

したがって最小仕事の式(9.12’)から，
∂𝑈

𝜕𝑁1
= 0 

即ち， 
𝑁1𝐿

𝐴𝐸
−  

(𝑃−𝑁1)𝐿

2𝐴𝐸cos3𝜃
= 0 

これより  



 𝑁1 =  
𝑃

1+2cos3𝜃
 

軸力を受ける棒の伸びの式 (2.6)にこの値を代入して  

 𝛿A =
𝑁1𝐿

𝐴𝐸
=  

𝑃𝐿

𝐴𝐸 (1+2cos3𝜃)
 

 

9.3 （解答）  

重ね合わせの原理によって，P のみ，M0 のみが作用した場合に分けて考える。 

(1) P のみが作用した場合  

点 A の反力は，𝑅A  =  
𝑃

2
 

区間 AC における内力モーメントは  

  𝑀1(𝑥)  =  −𝑅A・𝑥 

はり全長に生じるひずみエネルギーは  

 𝑈1  = 2 × ∫
𝑀1(𝑥)2

2𝐸𝐼

𝐿/2

𝑜
d𝑥  =  

𝑃2𝐿3

96𝐸𝐼
  

 (注) 対称性を利用  

(2) M0 のみが作用した場合  

点 A の反力は，𝑅A  =  −
𝑀0

𝐿
 

区間 AC における内力のモーメントは  

  𝑀2(𝑥)  =  
𝑀0

𝐿
 𝑥 

はり全長に生じるひずみエネルギーは  

 𝑈2  = 2 × ∫
𝑀2(𝑥)2

2𝐸𝐼

𝐿/2

𝑜
d𝑥 =  

𝑀0
2𝐿

24𝐸𝐼
  

荷重 P と曲げモーメント M0 が同時に作用した場合のひずみエネルギーは  

  𝑈 = 𝑈1 + 𝑈2 =
𝑃2𝐿3

96𝐸𝐼
+  

𝑀0
2𝐿

24𝐸𝐼
 

点 C のたわみは式 (9.12)から 

  
∂𝑈

𝜕𝑃
=  

𝑃𝐿3

48𝐸𝐼
  

点 C のたわみ角は式(9.12)から  

  
∂𝑈

𝜕𝑀0
=  

𝑀0𝐿

12𝐸𝐼
  

 

9.4 (解答) 

対称性から支点反力は，𝑅A = 𝑅B = 𝑓𝐿/2, 𝑀A = 𝑀Bであるから  



座標 x における内力のモーメントは  

𝑀(𝑥) = 𝑀A − 𝑅A 𝑥 +
1

2
𝑓 𝑥2 

ひずみエネルギーは式 (9.11)より 

𝑈 = ∫
𝑀(𝑥)2

2𝐸𝐼

𝐿

𝑜

d𝑥 =
1

2𝐸𝐼
∫ (𝑀A − 𝑅A𝑥 +

1

2
𝑓 𝑥2)

2𝐿

𝑜

d𝑥  

ここで，左の固定端におけるたわみ角＝ 0 の条件により  

 
∂𝑈

𝜕𝑀A
=   

∂𝑈

𝜕𝑀(𝑥)

∂𝑀(𝑥)

𝜕𝑀A
=

1

𝐸𝐼
 ∫ 𝑀(𝑥)

𝐿

0
× 

∂𝑀(𝑥)

𝜕𝑀A
 d𝑥 =  

1

𝐸𝐼
 ∫ (𝑀A − 𝑅A𝑥 +

1

2
𝑓 𝑥2)  d𝑥 = 0

𝐿

0
 

したがって  

𝑀A𝐿 − 𝑅A
𝐿2

2
+

1

6
𝑓 𝐿3 = 0       ∴ 𝑀A = 𝑅A

𝐿

2
−

1

6
𝑓 𝐿2  =  

1

12
𝑓 𝐿2  

これより  

 𝑀A = 𝑀B = 𝑓𝐿2/12  (𝑅A = 𝑅B = 𝑓𝐿/2) 

 

9.5 (解答) 

図のはりにおいて，区間 OA では荷重 P による曲げとモーメント PL2 によるね

じれ，区間 AB では荷重 P による曲げが生じる。 

区間 OA において，曲げモーメント：𝑀1  =  𝑃𝑥1, ねじりモーメント：𝑀1𝑡  =  𝑃𝐿2 

区間 AB において，曲げモーメント：𝑀2  =  𝑃𝑥2 である。 

式(9.8)，式(9.11)より 

𝑈 = ∫
𝑀1

2

2𝐸𝐼

𝐿1

𝑜

d𝑥1 
+ ∫

𝑀1𝑡
2

2𝐺𝐼𝑝

𝐿1

𝑜

d𝑥1 
+ ∫

𝑀2
2

2𝐸𝐼

𝐿2

𝑜

d𝑥2 
 

   𝑈 =
𝑃2 𝐿1

3

6𝐸𝐼
+ 

𝑃2 𝐿2
3

6𝐸𝐼
+

𝑃2 𝐿1𝐿2
2

2𝐺𝐼𝑝
 

式(9.12)により点 B の変位は  

𝛿B  =
∂𝑈

𝜕𝑃
 =  

𝐿1
3 +𝐿2

3

3𝐸𝐼
 𝑃 +  

𝐿1𝐿2
2

𝐺𝐼𝑝
𝑃 

𝐼 =  
𝜋𝑑4

64
 , 𝐼𝑝  =  

𝜋𝑑4

32
 を代入して  

  𝛿B  =
32𝑃

3𝜋𝑑4  {
2

𝐸
 (𝐿1

3 + 𝐿2
3 ) + 

3

𝐺
 𝐿1𝐿2

2 } 

 

9.6 (解答) 



衝撃ねじりモーメント M t により軸に蓄えられるひずみエネルギーは，式(9.8)

から 

𝑈 =  
1

2𝐺𝐼𝑝
× ∫ 𝑀𝑡

2
𝐿

𝑜

d𝑥 =  
𝑀𝑡

2 𝐿

2𝐺𝐼𝑝
 

ここで式(4.10)から  

𝜏max =  
𝑀𝑡

𝐼𝑝
 
𝑑

2
  より，𝑀𝑡  =  𝜏max 𝐼𝑝  

2

𝑑
 

したがってひずみエネルギーU は以下のように書ける。  

𝑈 =  
𝐿

2𝐺𝐼𝑝
× τmax

2 𝐼𝑝
2  

4

𝑑2 =  
𝜋𝐿 𝑑2

16𝐺
𝜏max

2   

このひずみエネルギーは回転の運動エネルギー (Iω2/2)に等しいので  

π𝐿 𝑑2

16𝐺
𝜏max

2 =  
1

2
 𝐼 𝜔2 =  

1

2
 𝐼 (

π𝑛

30
)

2

 

𝜏max =  
π𝑛

15𝑑
 √

2𝐺𝐼

π𝐿
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