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A
計算機における数値表現

計算機における数値の表現には整数型と実数型がある。数学における整数は

無限個あるのに対し，計算機では有限個の“整数”しか扱えない。また数学に

おける実数は連続で無限個の数の集合であるのに対し，計算機における“実数”

は不連続（離散的）で有限個の数である。ここでは計算機における（近似的な）

数の表現について述べる。

A.1 整数型の数の表現

数学では整数は無限個あるのに対し，計算機では有限の大きさで有限個の“整

数”しか扱えない。10進数 6桁の整数 － 123456 は

−123 456 = − ( 1×105 + 2×104 + 3×103 + 4×102 + 5×101 + 6×100 )

と書き表せるように，β 進数 p桁の整数は以下のように表わせる。

N = ± ( d1 d2 · · · dp−1 dp) β進数

= ±(d1×β p−1 + d2×β p−2 + · · · + dp−1×β 1 + dp×β 0 ) (A.1)

ここに 0 ≤ di ≤ β − 1 (i = 1, · · · , p) であるが，N 6= 0 のときは d1 6= 0，

N = 0のときは p = 1, d1 = 0である。計算機では桁数 pに制約があるので，

扱える整数の大きさの範囲は限られる。β 進法 p桁で表現できる整数は βp 通

りあり，符号なしの場合 0を入れて

0 <= N <= βp − 1
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の範囲の値を表し，符号付きの場合には負の数も入れるため，正負それぞれ βp/2

通りの数が表現でき，0を正の側に入れて

−βp

2
<= N <=

βp

2
− 1

の範囲の整数を表すことができる。

計算機内部で整数を表すと，正の数の先頭部には 0がたっている。正の数を

nとすると，計算機上では負の数 −nは正の数の β の補数 βp − nに対応させ

て表現され，その先頭部は 0ではない。ある整数mに対応する計算機上の数を

かぎ括弧を付けて [m]で表すと

[n] = n, [−n] = βp − n

となるので

[−n] + [n] = βp − 0 = [0]

という通常の加減乗除に対応する演算が可能になる。計算機内では数値は主に

2進法で表現される。2進数字 1個を 1ビット (bit)と呼び，8ビットをひとか

たまりとして 1バイト (bite)と呼ぶ。初めに 2進法 4ビット長の整数の例を示

そう。表現できる整数は 24 = 16通りあり，符号なしの場合 0を入れてつぎの

範囲の有限な整数を表す。

0 <= N <= 24 − 1

表A.1に 2進数 4ビット長整数を 10進，16進，8進数と対比させて示す。

つぎに 2 進数１バイト（8 ビット）長の場合を示そう。表現できる整数は

28 = 256通りであり，符号なしの場合には 0を入れて

0 <= N <= 28 − 1

の範囲の整数を表すことができる。符号付きの場合には負の数も入れるため，

正負それぞれ 256/2 = 128 (= 27) 通りの数が表現できるので，0を正の側に入

れて
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表A.1 2進法 4ビット長整数と β 進数表示
(β = 2, 10, 16, 8)

10 進数 2 進数 16 進数 8 進数
0 0000 0 00
1 0001 1 01
2 0010 2 02
3 0011 3 03
4 0100 4 04
5 0101 5 05
6 0110 6 06
7 0111 7 07
8 1000 8 10
9 1001 9 11
10 1010 a 12
11 1011 b 13
12 1100 c 14
13 1101 d 15
14 1110 e 16
15 1111 f 17

−27 <= N <= 27 − 1

の範囲の整数を表すことができる。先ほども述べたとおり，負の数 −nは，正

の数 nの 2の補数 28 − nに対応させて表現される。これは正の数 nの 1の補

数（各ビットを反転したもの）に 1を加えたもの

28 − n︸ ︷︷ ︸
2 の補数

= (28 − 1)︸ ︷︷ ︸
全ビットは 1

− n

︸ ︷︷ ︸
1 の補数 (ビット反転)

+ 1

に等しい。このとき，正の数の先頭ビットは 0，負の数の先頭ビットは 1とな

る。この表示方式を使えば，[−n]＋ [n] = 28 − 0 = [0]となり，通常の加減乗

除に対応する演算が可能になる。

例えば n = 11の場合を考えよう。

11 = 1×23 + 0×22 + 1×21 + 1×20

であるので，n = 11は 2進法 8ビット長ではつぎのように表される。

a) 7 6 5 4 3 2 1 0

0 0 0 0 1 0 1 1 n = 11の表示
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−nを得るために，まず各ビットに 1がたっている数 28－ 1

b) 7 6 5 4 3 2 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 28 − 1の表示

から a) の数を引く，すなわち a) の各ビットを反転させて１の補数を作り

c) 7 6 5 4 3 2 1 0 (28 − 1) − n

1 1 1 1 0 1 0 0 ：1の補数（ビット反転）

さらに１を加える。これが −n = −11の計算機表現 [−n] = 28 − nである。

d) 7 6 5 4 3 2 1 0 (28 − 1) − n + 1

1 1 1 1 0 1 0 1 = 28 − n：2の補数

a)と d)，すなわち 11と－ 11に対応する計算機表現数を加えると

e) 7 6 5 4 3 2 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0の表示

のように 8ビット表示では零となることが確認できる（9桁目も有効であれば，

28となるのであるが）。以上のような 1バイト整数の内部表現を，符号なし/符

号付き 10進数と対比させて表A.2に示す。

同様にして符号付き 2バイト整数（C言語では short int 型）の内部表現を

正負の数を対比させて表A.3に示す。2バイトでは

−215 <= N <= 215 − 1

の範囲の整数が表現できる（215 = 32 768）。負の数 −nは，正の数 nの 2の

補数（216 − n = (216 − 1) − n + 1：ビットを反転させ 1を加えた数）により

表され，先頭ビットは 1となる。通常用いられる符号付き 4バイト整数（最近

の C言語では int 型）では，つぎの範囲の数を扱える (231 = 2 147 483 648)。

−231 <= N <= 231 − 1
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表 A.2 1 バイト整数の内部表現と符号

符号なし 16 符号付き
10 進数 2 進数 進数 10 進数

0 00000000 00 0 ⇓
1 00000001 01 1 正の数
2 00000010 02 2

3 00000011 03 3

4 00000100 04 4

.

..
.
..

.

..
.
..

127 01111111 7f 127

128 10000000 80 −128 ⇓
129 10000001 81 −127 負の数 −n は正の数 n の 2 の補数 (ビット
130 10000010 82 −126 28 − n = (28 − 1) − n + 1

131 10000011 83 −125 を反転させ 1 を加えた数) として表現され，
132 10000100 84 −124 その先頭ビットは 1

.

..
.
..

.

..
.
..

255 11111111 ff −1

表 A.3 符号付 2 バイト整数の内部表現

16 2 の 16
10 進数 2 進数 進数 補数 10 進数 2 進数 進数

0 00000000 00000000 0000

1 00000000 00000001 0001 ⇐⇒ −1 11111111 11111111 ffff

2 00000000 00000010 0002 ⇐⇒ −2 11111111 11111110 fffe

3 00000000 00000011 0003 ⇐⇒ −3 11111111 11111101 fffd

4 00000000 00000100 0004 ⇐⇒ −4 11111111 11111100 fffc

5 00000000 00000101 0005 ⇐⇒ −5 11111111 11111011 fffb

6 00000000 00000110 0006 ⇐⇒ −6 11111111 11111010 fffa

7 00000000 00000111 0007 ⇐⇒ −7 11111111 11111001 fff9

8 00000000 00001000 0008 ⇐⇒ −8 11111111 11111000 fff8

9 00000000 00001001 0009 ⇐⇒ −9 11111111 11110111 fff7

10 00000000 00001010 000a ⇐⇒ −10 11111111 11110110 fff6

..

.
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

32 766 01111111 11111110 7ffe ⇐⇒ −32 766 10000000 00000010 8002

32 767 01111111 11111111 7fff ⇐⇒ −32 767 10000000 00000001 8001

−32 768 10000000 00000000 8000
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A.2 実数型の数の表現（浮動小数点数表示）

計算機における“実数”とは，数学的な意味での実数ではなく，有限桁からな

る浮動小数点数により表される不連続（離散的）で有限な数である。例えば 10

進数－ 1 234.56と 0.000 987 6は，有効桁と 10のべきとに分けて，それぞれ

−1.234 56 × 103 9.876 × 10−4

と書くことができるように，一般に計算機内部における β 進 p桁の浮動小数点

数は，正規化表現

±(d0 . d1 d2 · · · dp−1)β進数 × βE

= ±
(

d0+
d1

β
+

d2

β2
+· · ·+ dp−1

βp−1

)
× βE (A.2)

で表される。ここに di は

1 <= d0 <= β − 1 (A.3)

0 <= di <= β − 1 (i = 1, · · · , p − 1) (A.4)

を満たす整数であり，特に±を符号部，d0 . d1d2 · · · dp−1を仮数部，βを基底，

E を指数，βE を指数部と呼ぶ。通常の計算機では β は 2, 8, 10, 16 のいずれ

かである。桁数 pおよび指数Eの範囲は計算機により異なる。浮動小数点シス

テムでは表される数が 0でない限り，正規化表現により最初の数字 d0 は 0以

外の数である。

パーソナルコンピュータやワークステーションで通常用いられる IEEE (In-

stitute of Electrical and Electronics Engineers) 方式 (IEEE754規格)では，

(1) 符号部の 1 ビット (符号ビット) は 0を正，1を負とし，(2) β = 2であ

るため正規化表現ではつねに d0 = 1となるので，d0 は特に内部表現中には記

憶されずに用いられ，(3) 指数は 0か正の値となるようバイアス表現されてい
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る。ここでこの指数を E0と表記する。IEEE SP (single precision，単精度

実数型，図 A.1(a)) では，符号に 1 ビット，仮数部に 23 ビット (d0 = 1 を

含めると p = 24)，バイアス表現指数 E0に符号なし 8ビット (実際の指数は

E =E0− 127) の計 32ビット (4バイト），IEEE DP (double precision，倍

精度実数型，図A.1(b))では，符号に 1ビット，仮数部に 52 ビット (d0 = 1を

含めると p = 53)，バイアス表現指数 E0に符号なし 11ビット (実際の指数は

E =E0 − 1 023) の計 64ビット（8バイト）が用いられる。

31 30 29 · · · 23 22 21 · · · · · · · · · · · · 0

s 27 26 · · · 20 2−1 2−2 · · · · · · · · · · · · 2−23

符号 指数 E0 (E =E0−127) 仮数部 (1.d1d2 · · · d23)2 進数

(a) SP(単精度実数型)

31 30 29 · · · · · · 20 19 18 · · · · · · · · · 0

s 210 29 · · · · · · 20 2−1 2−2 · · · · · · · · · 2−20

符号 指数 E0 (E =E0−1 023) 仮数部 (1.d1d2 · · · d20)2 進数

2−21 · · · · · · · · · 2−52

仮数部 (続き) (· · · d21d22 · · · d52)2 進数

(b) DP(倍精度実数型)

図 A.1 不動小数点数の内部表現（IEEE754 規格）

IEEE方式の正規化表現における浮動小数点数は，sを符号ビット，仮数部の 2

進数を 1 . d1d2 · · ·（10進数表現では 1+d1/2+d2/22+· · ·），バイアス表現され

た指数を E0とすると，つぎのように書ける。

SP: xsp = (−1)s ×
(

1+
d1

2
+

d2

22
+· · ·+ d23

223

)
×

(
2E0−127

)
(A.5)

DP: xdp = (−1)s ×
(

1+
d1

2
+

d2

22
+· · ·+ d53

253

)
×

(
2E0−1 023

)
(A.6)

ある計算機で表すことのできる浮動小数点数の絶対値の最大値をオーバーフロー

レベルといい Fmaxで表し，0でない最小値をアンダーフローレベルといい Fmin

で表す。Fmax よりも大きい数が生ずるとオーバーフローとなり，“無限大”を
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表す数で表現される。“無限大”においては，バイアス表現指数 E0のすべての

ビットに 1がたち，かつ仮数部のすべてのビットに 0がたっている。符号ビッ

トにより正負 2種類の無限大が存在する。E0の全ビットに 1がたっていても

仮数部の全ビットが 0ではない “数”は無効演算や未決定の数値を表し，非数

NaN (Not-a-Number)として信号処理される。Fminよりも絶対値の小さい数

（0は除く）が生ずるとアンダーフローとなるが，この場合には通常その数を 0

で置き換えて計算は続行される。なお 0は仮数= 0，バイアス表現指数E0 = 0

で表される。やはり正負 2種類の 0が存在することになる。

ここで IEEE SP 形式で表現できる実数の範囲を概算してみよう。仮数部は

24桁の 2進数 d0d1d2 · · · d23 で表されるので

224 ≈ 1.7 × 107

より有効桁数は 10進数で約 7桁であることがわかる。つぎに指数部に移ろう。

E0が符号なし 8ビット整数 (0 <= E0 <= 255)であることから指数E = E0−127

は −127 <= E <= 128の範囲をとりうるが，実際の範囲には −126 <= E <= 127

が用いられる。これはすでに述べたように E0 = 255のときは無限大あるいは

非数を表現するためであり，後で説明するように E0 = 0のときは非正規化数

を許容するためである。

Fmax は仮数部の全ビットが 1で指数が最大値をとるときの値であるので，

F sp
max = (20 + 2−1 + 2−2 + · · · + 2−23) × 2127

= (2 − 2−23) × 2127 ≈ 2128 ≈ 3.4 × 1038

Fmin は仮数部の最初のビットが 1で残りのビットは 0，指数は最小値をとると

きの値であるので

F sp
min = 1.0 × 2−126 ≈ 1.2 × 10−38

となる。1章の図 1.1における浮動小数点数のミニ模型で示したように，正規

化された浮動小数点数は，その分布は 0付近で密から急激に疎になる。正規化
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表現による最小数よりさらに小さな数を表すために，IEEE方式では E0 = 0

のときはつぎのような非正規化数 (d0 = 0)とする。

xsp = (−1)s ×
(

0+
d1

2
+

d2

22
+· · ·+ d23

223

)
× 2−126

この表現による絶対値の最小値は仮数部の最下位ビットのみが立つ場合である。

F sp
min = 2−23 × 2−126 = 2−149 ≈ 1.4 × 10−45

例題A.1 IEEE DP形式で表される数の有効桁数，オーバーフローレベ

ル F dp
max，アンダーフローレベル F dp

min を概算せよ。

【解答】 仮数部は 53 桁の 2 進数で表わされるので，253 ≈ 0.9 × 1016 より有

効桁数は 10 進数で約 16 桁である。E0 が符号なし 11 ビット整数 (0 <= E0 <=

211 − 1 = 2 047)であることから指数は −1 023 <= E0 − 1 023 <= 1 024の範囲

をとりうるが，実際には −1 022 <= E <= 1 023が用いられる。これより正規化数

では

F dp
max = (20 + 2−1 + 2−2 + · · · + 2−52) × 21 023

= (2 − 2−52) × 21 023 ≈ 21 024

≈ 1.8 × 10308

F dp
min = 1.0 × 2−1 022 ≈ 2.2 × 10−308

となる。非正規化数では F dp
min はつぎのように概算される。

F dp
min = 2−52 × 2−1 022 = 2−1 074 ≈ 4.9 × 10−324

♦

引用・参考文献

1) Heath, Michael T.：Scientific Computing, An Introductory Survey, McGraw-

Hill (2002)

2) 平林雅英：ANSI C/C++辞典，共立出版 (1998)

3) 川崎晴久：C&FORTRANによる数値解析の基礎，共立出版 (1993)
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本来連続性をもつ関数やその微分・積分などでも，計算機では離散的な量に

近似されて扱われる。これら連続性をもつ量に関する方程式は，離散化される

と多くの場合連立１次方程式 Ax = b に帰着される。また連立非線形方程式

や連立常微分方程式を解くにあたっても，解はベクトルとして扱われる。した

がって数値解析においてはべクトルや行列の取扱いが不可欠である。

多元連立方程式の解法の収束性や解の誤差などを論ずるとき，ベクトルや行

列の「大きさ」を表す概念，あるいは二つのベクトル間の「距離」の概念とし

てノルムという実数のスカラー量が必要となる。ここではベクトルと行列のノ

ルムに関する諸概念を与える。

B.1 ベクトルのノルム

B.1.1 ノルムの定義

n個の複素数 x1, x2, · · · , xn を成分とする n次元ベクトル

x =




x1

x2

...

xn




の集合は線形ベクトル空間になっている；すなわちベクトル x，y とスカラー

α に対して，x + yと αxはまたベクトルであり，加算と定数倍が定義できる。
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線形ベクトル空間 X の要素 x の関数でつぎの条件 i) ∼ iii) を満足するものを

ノルム といい，‖x‖ と表す。

i) すべての x ∈ X に対して ‖x‖ >= 0　

（等号は x = 0 のときに限り成立）

ii) すべての x ∈ X とすべての複素数 α に対して ‖αx‖ = |α|‖x‖

iii) すべての x, y ∈ X に対して ‖x + y‖ <= ‖x‖+ ‖y‖

ベクトル空間のノルムの例としてはつぎのようなものがある。

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| (B.1)

‖x‖2 =

√√√√
n∑

i=1

|xi|2 (B.2)

‖x‖∞=max
i

|xi| (B.3)

上記の式 (B.1)，(B.2)，(B.3)は，pノルムと呼ばれる形

‖x‖p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

(p >= 1) (B.4)

の特別な場合（p = 1, 2,∞）である。

問題 1 p → ∞のときの pノルム (B.4)が式 (B.3)の形で表されることを

確かめよ

pノルムが ノルムの条件 i), ii)を満たすことはすぐにわかる。条件 iii)を満

たすことはミンコフスキー (Minkowski)の不等式

( n∑

v=1

|av + bv|p
)1/p

<=
( n∑

v=1

|av|p
)1/p

+
( n∑

v=1

|bv|p
)1/p

(B.5)

を用いて示される。ただし p >= 1である。

ノルムが定義されるとき，n次元線形ベクトル空間は距離づけられて n次元

ノルム空間になる。
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B.1.2 エルミート行列とベクトルの内積について

行列A = [aij ]の成分がすべて実数の場合，Aの成分の行と列をすべて入れ換

えた行列を Aの転置行列といい，AT = [aT
ij ]で表す。成分表示では aT

ij = aji

である。A = AT であるとき Aを対称行列と呼ぶ。AT A = AAT = I を満足

する行列を直交行列と呼ぶ。行列 A = [aij ]の成分が複素数の場合，Aの成分

の行と列をすべて入れ換え各成分をその複素共役な値で置き換えた行列をAの

転置共役行列といい，A∗ = [a∗
ij ]で表す。すなわち A∗ = ĀT，成分表示では

a∗
ij = āji である。A = A∗ を満足する行列 Aをエルミート (Hermite)行列，

A∗A = AA∗ = I を満足する行列Aをユニタリ (Unitary)行列という。特にA

の成分がすべて実数のとき，転置共役行列A∗は転置行列AT，エルミート行列

は対称行列，ユニタリ行列は直交行列となる。

同様に列ベクトル x = [xi]T，y = [yi]T についても n行 1列の行列とみなせ

ば，その転置共役ベクトルは行ベクトルとなり x∗ = [x∗
i ]，y

∗ = [y∗
i ] で表す。n

次元ベクトルの集合からなるベクトル空間にノルムを導入すると，距離づけさ

れて n次元ノルム空間になる。同じ n次元空間の点の集合であってもノルムの

定義が異なれば別のノルム空間になる。ノルムが ‖x‖2 で定義されているベク

トル空間は，成分が複素数の場合ユニタリ空間，成分が実数の場合ユークリッ

ド (Euclid)空間という。

ベクトル x，y の内積は，複素数ベクトルからなるユニタリ空間においては

(x，y) = y∗x =
∑

i

xi ȳi

と定義され，実数ベクトルからなるユークリッド空間においては

(x，y) = yT x = xT y =
∑

i

xi yi

のように表される。このとき次式が成立する。

(x，x) = ‖x‖2
2

エルミート行列 Aに対し
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A{x} ≡ x∗Ax = (Ax, x) = (x, Ax) =
∑

i

∑

j

aij xi x̄j

をエルミート形式という。任意の複素ベクトル xに対してA{x}は実数値をと

る。実際 A{x}の共役複素数は A{x}に等しいことは以下のように容易に確か

められる。

Ā{x} =
∑

i

∑

j

āij x̄i xj =
∑

i

∑

j

aji x̄i xj = A{x}

A{x}は，任意の xに対しA{x} >= 0なるとき非負値，さらに任意の x 6= 0に

対し A{x} > 0なるとき正値といい，それぞれ A >= 0，A > 0で表す。任意の

正方行列 P に対し B = P ∗P とおくと

B∗ = (P ∗P )∗ = P ∗P ∗∗ = P ∗P = B

より B = P ∗P はエルミート行列となり，そのエルミート形式は

B{x} = x∗P ∗Px = (Px, Px) >= 0

となる。P が正則であるならば，任意の x 6= 0に対し Px 6= 0，したがって

B{x} > 0となるので，B = P ∗P は正値エルミート行列となる。

B.1.3 新しいノルムの作り方

ノルム ‖x‖p においては，ベクトル xのすべての成分は等しく重みづけられ

ている。成分の非対称な関数であるようなノルムを創るためには，与えられた

ノルム ‖x‖と正則な正方行列 T を用いて，‖Tx‖とすればよい。これがノルム

であることの検証はやさしい。

たとえばユニタリ空間においては，内積の記法を用いるとノルム ‖x‖2 は

‖x‖2 =
√

(x，x) =
√

x∗x (B.6)

であり，新しいノルムを

‖x‖ = ‖Tx‖2 =
√

x∗T ∗Tx =
√

x∗Bx (B.7)
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で定義することができる。ここに B = T ∗T は正値エルミート行列（任意の

x 6= 0に対し x∗Bx > 0）である。関係式 (B.7)はノルムの条件 i) ∼ iii) を満

たしている。

B.1.4 有限次元ベクトルノルムの同値性

数値解析ではベクトル列の収束を論じるとき，いかなるノルムに関する収束

であるかは問題にしないことが多い。それは以下のように，有限次元ベクトル

空間におけるノルムの同値性が成立するからである。

定理B.1

任意の二つのノルム ‖x‖α と ‖x‖β とは，つぎの意味で同値である。

m‖x‖α <= ‖x‖β <= M‖x‖α (B.8)

がすべての x ∈ X に対して成立するような正の数m，M が存在する。

証明 まずベクトルノルムの連続性を示す。任意のベクトル x，δ に対して

‖x + δ‖ <= ‖x‖ + ‖δ‖

‖x‖ = ‖x + δ − δ‖ <= ‖x + δ‖ + ‖ − δ‖ = ‖x + δ‖ + ‖δ‖

が成立するので

−‖δ‖ <= ‖x + δ‖ − ‖x‖ <= ‖δ‖ =⇒
∣∣ ‖x + δ‖ − ‖x‖

∣∣ <= ‖δ‖

が得られる。ei を第 i成分のみが 1で他は 0である単位ベクトルとすれば

δ =

n∑

i=1

δiei

と書けるので

‖δ‖ <=

n∑

i=1

‖δiei‖ =

n∑

i=1

|δi|‖ei‖ <= max
i

|δi|
n∑

i=1

‖ei‖ = M‖δ‖∞

となる。ここで，M =
n∑

i=1

‖ei‖。したがって任意の εが与えられたとき，‖δ‖∞ <=

ε/M を満たす δ をとれば
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∣∣ ‖x + δ‖ − ‖x‖
∣∣ <= ε

が成立する。これは ‖x‖が x1, x2, · · · , xn の連続関数であることを示している。

つぎに任意のノルム ‖x‖α が ‖x‖∞ と同値であることを示す。n次元空間内の

有界閉集合 S ≡ {y | ‖y‖∞ = 1}の上で，y ∈ S に対して ‖y‖α はある点 y0 で

最小，ある点 y1 で最大となる（ノルムの連続性より）。

‖y0‖α <= ‖y‖α <= ‖y1‖α < ∞

y0 6= 0 であるから， ‖y0‖α > 0 である。これから任意の x 6= 0 に対して，

x/‖x‖∞ ∈ S は

‖y0‖α <=
‖x‖α

‖x‖∞
<= ‖y1‖α

を満たす。すなわち

mα‖x‖∞ <= ‖x‖α <= Mα‖x‖∞

ただし，mα = ‖y0‖α，Mα = ‖y1‖α。これはベクトル列 {x(k)} が∞ ノルム

について 0に収束するならば，任意のノルムについても 0に収束することを示し

ている。

これより任意の 2つのノルムに関して

mα‖x‖∞ <= ‖x‖α <= Mα‖x‖∞

mβ‖x‖∞ <= ‖x‖β <= Mβ‖x‖∞

なる mα, Mα > 0 および mβ , Mβ > 0 が存在することとなり，m = mβ/Mα，

M = Mβ/mα とすれば

m‖x‖α <= ‖x‖β <= M‖x‖α

が導出され，証明は完了する。 ♠

これはベクトル列 {x(k)} がある特定のノルムについて 0に収束するならば，

どのようなノルムについても 0に収束することを示している。特に ‖x‖∞によ

る収束を見ると，それはすべての成分が 0に収束することを意味する。 結局，

x(k) = z(k) − z0 なるベクトル列 {x(k)} が 0に収束するというときには，ノ

ルムの定義のいかんにかかわらず z(k) は成分ごとに z0 に収束しているわけで

ある。このため，有限次元のベクトルのノルムはたがいに同値であるという。
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B.2 行列のノルム

行列のノルムを定義する方法はいくつかある。簡単に n次の行列は n2 次元

の一つの線形ベクトル空間になっていると考えると，正方行列 A = (aij)に対

し以下のようなノルムが導かれる。

‖A‖′1=
n∑

i=1,j=1

|aij | (B.9)

‖A‖′2=

√√√√
n∑

i=1,j=1

|aij |2 (B.10)

特に式 (B.10) で定義されるノルムをユークリッド (Euclid) ノルムといい

‖A‖E と表記する。しかしながらベクトルノルムがすでに定義されている場合

には，以下の定義のほうが自然であろう。

B.2.1 ナチュラルノルム

ベクトルノルムに基づいて正方行列 Aのノルムをつぎのように定義する。

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

(B.11)

ここで supは上限 (supremum)，すなわち最小上界を意味するが，有限次元の

場合 supはmax，すなわち最大値としてよい。上式で定義される行列のノルム

をナチュラルノルムと呼ぶ。A,Bを行列とすると，ナチュラルノルムはつぎの

性質をもつ。

(1) ‖Ax‖ <= ‖A‖‖x‖

(2) ‖AB‖ <= ‖A‖‖B‖

(3) すべての A に対して ‖A‖ >= 0。ただし等号は A = 0 のときに限り成立。

(4) ‖αA‖ = |α|‖A‖

(5) ‖A + B‖ <= ‖A‖ + ‖B‖
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特に性質 (3), (4), (5) は，行列のノルムが前節で記したベクトルノルムの条件

i), ii), iii）に対応していることに注意しよう。

問題 2 行列ノルムに関する性質 (1) ∼ (5) を証明せよ。

単位行列を I で表すと，Ix = x であるから，明らかに次式が成立する。

‖I‖ = 1 (B.12)

行列Aの 1ノルム，∞ノルムは以下のようになる。2ノルムの具体形は次項で

示される。

‖A‖1 = sup
x 6=0

‖Ax‖1

‖x‖1
= max

j

∑

i

|aij | (B.13)

‖A‖∞ = sup
x 6=0

‖Ax‖∞
‖x‖∞

= max
i

∑

j

|aij | (B.14)

問題 3 ナチュラルノルムの具体形：1ノルム (B.13)と∞ノルム (B.14)を

証明せよ。

B.2.2 固有値と固有ベクトル

n × n正方行列 Aを作用させてもベクトル x 6= 0の方向が変わらないとき，

すなわち

Ax = λx (B.15)

が成立するとき，λをAの固有値，xを固有値 λ に対する固有ベクトルという。

上式は xに関する斉１次方程式

(A − λI)x = 0

の形に書ける。それが x = 0以外の解をもつためには，行列 A − λI は正則で

あってはならず，その行列式が零となること
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|A − λI| = 0

が必要十分である。このとき固有値 λは特性方程式

p(λ) = |λI − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ − a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ − a22 · · · −a2n

...
...

. . .
...

−an1 −an2 · · · λ − ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (B.16)

の根で与えられる。この特性方程式は λの n次多項式（特性多項式という）

p(λ) = λn − p1λ
n−1 + p2λ

n−2 − · · · + (−1)npn (B.17)

で表されるので，その n個の根は，行列Aの要素がすべて実数であっても複素

数を含むことがある。λn−1 の係数および定数項を比較すれば，つぎの関係

p1=tr A =
n∑

i=1

aii (B.18)

pn=|A| (B.19)

を得る。tr Aを Aの対角和 (trace)という。

任意の正則行列を P とするとき，行列 Aに対する相似変換

Ã = P−1AP (B.20)

に対して，特性多項式は不変である。すなわち

|λI − Ã| = |λI − P−1AP | = |P−1(λI − A)P |

= |P−1||P ||λI − A| = |λI − A|

したがってAと Ãの固有値は等しく，また対角和も等しい。対角行列，上三角

行列 (i > j に対し aij = 0)および下三角行列 (i < j に対し aij = 0)の対角成

分はその行列の固有値となっている。相似変換は固有値を保存するので，この

ような固有値を求めやすい行列に相似変換することが有効な場合がある。
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行列 Aの n個の固有値を λi (i = 1, · · · , n)とする。|λi|の最大値を行列 A

のスペクトル半径といい，ρ(A)と記す。

ρ(A) ≡ max
i

|λi| (B.21)

ナチュラルノルムの 2ノルムは，スペクトル半径を用いて次式により表される。

‖A‖2 = sup
x 6=0

‖Ax‖2

‖x‖2
=

√
ρ(A∗A) (B.22)

特に Aがエルミート行列ならば

‖A‖2 = ρ(A) (B.23)

問題 4 ナチュラルノルムの具体形：2ノルム (B.22)および (B.23)を証明

せよ。

2ノルム ‖A‖2 =
√

ρ(A∗A)を求めるとき必要となる行列の固有値の計算は，

通常かなりやっかいである。しかしながら以下の定理のように，より計算しや

すいユークリッドノルム ‖A‖E =
( n∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2
)1/2

を用いた式で 2ノルム

‖A‖2 を評価することはできる。

定理B.2

すべての n × n正方行列に対して次式が成立する。

1√
n
‖A‖E <= ‖A‖2 <= ‖A‖E (B.24)

証明 B = A∗Aとおくと，B の (i, k)成分は bik =
n∑

j=1

ājiajk となるので

tr B =

n∑

i=1

bii =

n∑

i=1

n∑

j=1

ājiaji =

n∑

i=1

n∑

j=1

|aji|2 = ‖A‖2
E (B.25)

一方，B はエルミート行列であるから，適当なユニタリ行列を用いた相似変換に
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より，B の固有値 µi >= 0を対角成分にもつ対角行列に変換できる（本付録巻末

の問題 4解答を参照のこと）。相似変換により対角和は不変であるから

tr B =

n∑

i=1

µi (B.26)

であり，したがって

max
i

µi <= tr B <= n max
i

µi (B.27)

が成り立つ。これより

‖A‖2
2

<= ‖A‖2
E

<= n‖A‖2
2 (B.28)

を得るので，‖A‖2 の評価式 (B.24)が導かれる。 ♠

B.2.3 行列のノルムとスペクトル半径

定理B.3 (ナチュラルノルムの評価 I )

正方行列 Aが与えられたとき，いかなるナチュラルノルムに対しても次

式が成立する。

‖A‖ >= ρ(A) (B.29)

証明 行列 Aの固有値を λi とし，λi に対する固有ベクトルを xi とすれば

Axi = λixi ( ∃xi 6= 0 )

が成り立つ。上式に対してノルムをとれば

‖Axi‖ = ‖λixi‖ = |λi|‖xi‖

∴ ‖Axi‖
‖xi‖

= |λi|

となるので，これより

‖A‖ = sup
x6=0

‖Ax‖
‖x‖

>= |λi| (B.30)

が導かれる。スペクトル半径 (B.21)を用いれば，次式を得る。
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‖A‖ >= ρ(A)

♠

しかしながらつぎの定理が成り立つ。

定理B.4 (ナチュラルノルムの評価 II )

正方行列 Aが与えられたとき，任意の ε > 0 に対して

‖A‖α <= ρ(A) + ε (B.31)

が成り立つようなナチュラルノルム ‖A‖α を見出すことができる。

証明 上の条件を満たす一つのノルムを具体的に構成してみよう。行列 Aが与

えられたとき，これを以下に示すようなジョルダンの標準形 A1 に相似変換する

ある正則行列 P が存在する。

A1 = P−1AP =




λ1 α1 0λ2 α2
. . .

. . .

. . .
. . .

0
. . . αn−1

λn




(B.32)

ここに λi は A1 の固有値となっているが，相似変換に関して固有値は不変である

ため Aの固有値でもある。αj は 0または 1である。いま δ を十分小さい正の数

としてつぎのような対角行列 S を考える。

S =




1 0δ
δ2

. . .0 δn−1


 (B.33)

このとき変換 S−1A1S を行うと

A2 = S−1A1S = (PS)−1A(PS)

=




λ1 δα1 0λ2 δα2
. . .

. . .

0
. . . δαn−1

λn




= D + G (B.34)
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となる。ここに

D=




λ1 0λ2
. . .

. . .0 λn




, G=




0 δα1 00 δα2
. . .

. . .

0
. . . δαn−1

0




(B.35)

であり，δ を小さくとれば Gの成分は任意に小さくすることができる。

ここで新たにベクトルのノルムを

‖x‖α = ‖(PS)−1x‖2 (B.36)

により定義する (式 (B.7)参照のこと）。xの代わりに

y = (PS)−1x (B.37)

とおくと

‖x‖α = ‖y‖2 = (y∗y)1/2

であり，また (PS)−1A = A2(PS)−1 より

‖Ax‖α = ‖(PS)−1Ax‖2 = ‖A2y‖2 = (y∗A∗
2A2y)1/2

となる。ここで式 (B.34)より

A∗
2A2 = (D + G)∗(D + G) = D∗D + H

とおくと，H の成分は δ を十分小さくすれば任意に小さくすることができるので

|y∗Hy| <= n2δ′y∗y = δ′′y∗y

となる。ここで δ′′ は任意に小さくとれるので， ε を任意に小さくできる数として

‖Ax‖α

‖x‖α
=

(
y∗D∗Dy + y∗Hy

y∗y

)1/2

<= (max
i

|λi|2 + δ′′)1/2 <= max
i

|λi| + ε

とかける。以上からつぎの結論を得る。

sup
x 6=0

‖Ax‖α

‖x‖α

<= ρ(A) + ε
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ナチュラルノルムは以下のようにとればよい。

‖A‖α = sup
x 6=0

‖Ax‖α

‖x‖α
= sup

x 6=0

‖(PS)−1Ax‖2

‖(PS)−1x‖2
(B.38)

♠

以上よりスペクトル半径は行列ノルムの評価において重要な役割をもつこと

がわかる。
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C
不動点反復法の収束に関する考察

3章では非線形方程式の解法としてニュートン法などの反復法を扱い，4章で

は連立 1次方程式の解法としてヤコビ法，ガウス・ザイデル法，SOR法などの

反復法を紹介した。これらの反復法における収束性の議論は，不動点反復法と

呼ばれる逐次解法に関連づけることができる。ここでは，まず 1変数の場合の

不動点反復法に関する収束性の議論を行ってから，これを多変数の連立方程式

系に拡張する。

C.1 1変数スカラー方程式

関数 ϕ(x) は閉区間K = [a, b]上で定義されており，K 上で連続で微分可能

であるとする。また x ∈ K ならば ϕ(x) ∈ K，すなわち ϕにより写像しても

区間 [a, b]の外に出ないものと仮定する。

x = ϕ(x) (C.1)

を満足する xを不動点 (fixed point)という。ϕを作用させても xは不動であ

るからである。このため，式 (C.1)は不動点問題 (fixed-point problem)と呼

ばれる。上式に基づく逐次アルゴリズム

x(k+1) = ϕ(x(k)) (C.2)

を不動点反復法 (fixed-point iteration)という。ここで 1変数のスカラー方程式

f(x) = 0 (C.3)
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の根を求めるための反復法と関連づけてみよう。その場合は関数 ϕ(x)を

ϕ(x) = x − r(x)f(x) (C.4)

とおけばよい。r(x) 6= 0のとき方程式 f(x) = 0と不動点問題 (C.1)は同値で

あるので，不動点反復法 (C.2)を用いることができる。f(x) = 0は通常非線形

方程式を考えるが，1次方程式であってもよい。非線形方程式の場合 r(x) の特

徴づけによりいろいろなスキームが考えられるが，特にニュートン法は，関数

ϕ(x)を

ϕ(x) = x − f(x)
f ′(x)

(C.5)

と定義
(
このとき r(x) = 1

/
f ′(x)

)
したときの不動点反復法 (C.2)と同等であ

る（3章参照）。

C.1.1 収 束 条 件

漸化式 (C.2)と平均値の定理より，k >= 1に対して

x(k+1) − x(k) = ϕ(x(k)) − ϕ(x(k−1))

= ϕ′(θk) (x(k) − x(k−1)) (C.6)

なる θk が x(k) と x(k−1) の間に存在するので，K = [a, b] 内の |ϕ′(x)| の上

限を q，すなわち

|ϕ′(x)| <= q (C.7)

とすれば

|x(k+1) − x(k)| <= q|x(k) − x(k−1)| (C.8)

が成り立つ。この関係を繰り返し用いると

|x(k+1) − x(k)| <= q|x(k) − x(k−1)| <= · · · <= qk|x(1) − x(0)| (C.9)
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が得られるが，{x(k)} が収束するためには lim
k→∞

(x(k+1) − x(k)) = 0 でなけれ

ばならない。これより収束条件が以下のように得られる。

|ϕ′(x)| <= q < 1 (C.10)

と，数学の素人である私達はこれで終わったような気になる。しかしながら数

学では，(1) 数列は収束するか否か，(2) 解が考えている区間K 上に存在する

か否か，が問題となる。

まず収束性から始めよう。『数列 {x(k)} が極限値 xに収束する』とは，kが

限りなく増大するとき x(k)が一定の数 xに限りなく近づくことをいい，記号で

は lim
k→∞

x(k) = x，あるいは「k → ∞のとき x(k) → x」と書く。数学的に記述

すると，任意の正数 εが与えられたとき，それに対応して一つの番号 N が

k > N なるとき |x − x(k)| < ε

なるよう定められるのである。数列 {x(k)} が収束するための必要十分条件は，

任意の正数 ε > 0に対して十分大きなN をとれば

m,n >= N なるとき |x(m) − x(n)| < ε

となるようにできることである。これをコーシー (Cauchy)の収束条件という。

さて，q は式 (C.10)を満たす (0 < q < 1)としよう。式 (C.9)を用いると，

m > nに対して

|x(m)−x(n)|

<= |x(m)−x(m−1)|+|x(m−1)−x(m−2)|+· · ·+|x(n+1)−x(n)|

<= (qm−1+qm−2+· · ·+qn)|x(1)−x(0)|= qn(1−qm−n)
1 − q

|x(1)−x(0)|

<=
qn

1 − q
|x(1) − x(0)| (C.11)

が成り立つので，関係式 (C.11)は nを十分大きくとればいくらでも 0に近づく。

つまりコーシーの収束条件を満たすので，数列 {x(k)} は収束し， lim
k→∞

x(k) = x

なる極限値 xが存在する。ϕ の連続性を用いると
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ϕ(x) = ϕ
(

lim
k→∞

x(k)
)

= lim
k→∞

ϕ(x(k)) = lim
k→∞

x(k+1) = x (C.12)

となるので，x = ϕ(x)の解は存在しそれは数列 {x(k)}の収束値であることが

示された。

解の一意性は以下のように示される。x = ϕ(x)の二つの解を x, yとすると，

平均値の定理と式 (C.10)より

|x − y| = |ϕ(x) − ϕ(y)| = |ϕ′(θ)| |x − y|

<= q|x − y| (C.13)

となるので，|x − y| = 0，すなわち x = yとなり，解の一意性が証明された。

なお，収束解が考えている区間K 上に存在するための条件については次項に

おいて述べる。

C.1.2 適切な初期値の選択

いままで，x ∈ K ならば ϕ(x) ∈ K と仮定してきた。ここでは x(0) ∈ K か

ら始めて，いかにしたら反復により ϕ(x) が 区間K の外に出ないかについて考

察する。x(k) と x(0) の距離を調べるために，式 (C.11)においてm = k, n = 0

とおくと

|x(k) − x(0)| <=
1

1 − q
|x(1) − x(0)| (C.14)

を得る。すなわち x(k) は x(0) から距離 |x(1) − x(0)|/(1 − q) の範囲の中に存

在することがわかり，この範囲が区間 K の中に含まれなければならない。こ

のためには，初期値としては最初の反復で値があまり変わらないような，十分

真の解に近い近似値を選ぶことが大切である。

またさらに重要なことは，数列 {x(k)}の収束値も区間K 内になければなら

ない。極限値が存在することはすでに示されているので，式 (C.14)において

k → ∞とすれば x(k) → xより

|x − x(0)| <=
1

1 − q
|x(1) − x(0)| (C.15)
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となる。したがって収束値すなわち解も区間K 内に含まれるためには，初期値

の選択として先に述べたものと同じ制約を満たせばよい。

C.1.3 議論の一般化

1変数スカラー方程式における不動点反復法の収束性の証明において，本質

的な役割を果たしたのは，ϕに平均値の定理を用いて導かれた式 (C.6)に条件

(C.10)を課したことである。これは ϕが縮小写像であるための条件（下記）に

置き換えられる。

閉区間K ⊆ <上で定義された関数 ϕが以下の条件を満足するとき

i) 任意の x ∈ K に対して ϕ(x) ∈ K

（写像しても領域の外に出ない）

ii) 任意の x, y ∈ K に対して

|ϕ(x) − ϕ(y)| <= q|x − y|

が成立するような 0 < q < 1なる数 qが存在する。

これをK における縮小写像という。

したがって，ϕが区間Kにおける縮小写像であれば，x(0)を初期値とする反復

法 x(k+1) = ϕ(x(k))によって生成される列 {x(k)}は，k → ∞のとき x = ϕ(x)

の唯一解，すなわち不動点に収束する。このことは，収束性の議論の多変数連

立方程式系への拡張 (次節)において大きな役割を果たす。

C.2 多変数の連立方程式系

多変数の連立方程式系においても，収束に関する議論の骨格は基本的にはス

カラー方程式の場合とほぼ同じである。ただし連立方程式系の場合には，大小

の評価尺度にノルムが用いられる。

ベクトル関数 ϕ(x) は n次元空間のある凸領域 K ⊆ <n 上で定義されてい

るとする。また x ∈ K ならば ϕ(x) ∈ K，すなわち ϕにより写像しても領域

K の外にでないものと仮定する。スカラー方程式の場合と同様
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x = ϕ(x) (C.16)

を満足する x を不動点 (fixed point)，式 (C.16) を不動点問題 (fixed-point

problem)という。上式に基づく逐次アルゴリズム

x(k+1) = ϕ(x(k)) (C.17)

を不動点反復法 (fixed-point iteration)という。

ここで n元連立方程式系

f(x) = 0 (C.18)

の根を求めるための反復法と関連づけよう。その場合はベクトル関数 ϕ(x)を

ϕ(x) = x − R(x)f(x) (C.19)

とおけばよい。R(x) は n× n 行列であり，もし R(x) が正則であれば方程式

f(x) = 0 と式 (C.16)は同値であるので，不動点反復法 (C.17)を用いること

ができる。f(x) = 0は連立非線形方程式であってもよいし，連立 1次方程式

でもよい。連立非線形方程式の場合 R(x) の特徴づけによりいろいろなスキー

ムが考えられるが，特にニュートン法は，f(x)のヤコビ行列 Jf (x)を用いて

R(x) = Jf (x)−1 (C.20)

Jf (x) = [(Jf )ij ] =
[
∂fi (x1, x2, · · · , xn)

∂xj

]
(C.21)

となるように R を定めたときの不動点反復法 (C.17)と同等である（3章参照）。

連立 1次方程式の場合 f(x) = Ax − b = 0であり，反復解法では

ϕ(x) = Mx + Nb (C.22)

の形に書ける（4章参照）。

さて，不動点反復法 (C.17)を用いると k >= 1 に対して

x(k+1) − x(k) = ϕ(x(k)) − ϕ(x(k−1)) (C.23)
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が成り立つ。 x(k) が解に収束するためには

lim
k→∞

(x(k+1) − x(k)) = 0

でなければならない。より正確には， x(k+1) − x(k) が

‖x(k+1) − x(k)‖ <= q‖x(k) − x(k−1)‖ (C.24)

の意味で等比数列的に 0に収束するようにしたい（ここに q < 1）。ϕ(x)が 1

次式 (C.22)のときは

‖ϕ(x(k)) − ϕ(x(k−1))‖ =
∥∥∥M(x(k) − x(k−1))

∥∥∥
<= ‖M‖ ‖x(k) − x(k−1)‖ (C.25)

が成立するので，M がどれかのノルムに関して ‖M‖ <= q < 1であればそうな

る。一般には ϕ(x)は非線形であることを考えると，リプシッツ条件

‖ϕ(y) − ϕ(z)‖ <= q‖y − z‖ (C.26)

を 0 < q < 1 に対して満たせばよい。スカラー方程式の場合には C.1.3項で述

べたように，平均値の定理を用いてリプシッツ条件の形にもっていったわけで

ある。ここで ϕ(x)が縮小写像となるための条件をリプシッツ条件によって言

い換える。

ある凸領域 K ⊆ <n 内において関数 ϕ(x)が以下の条件を満たすとき

i) x ∈ K ならば ϕ(x) ∈ K

ii) 任意の y, z ∈ K に対してリプシッツ条件

‖ϕ(y) − ϕ(z)‖ <= q‖y − z‖

が 0 < q < 1 なる定数について満足される。

これを領域K における縮小写像という。

縮小写像に関しては，つぎの重要な定理が成り立つ。

定理C.1 (縮小写像の不動点定理)
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ϕが凸領域K ⊆ <nにおける縮小写像であるとき，x(0)を初期値とする

反復法 x(k+1) = ϕ(x(k))により生成される列 {x(k)}は，k → ∞のとき

x = ϕ(x)の唯一解，すなわち不動点に収束する。

証明 証明はスカラー方程式の場合と同様に行える。縮小写像であれば，

‖x(k+1) − x(k)‖ <= q‖x(k) − x(k−1)‖ <= · · · <= qk‖x(1) − x(0)‖ (C.27)

が成立し，m > n に対して

‖x(m) − x(n)‖ <=
qn

1 − q
‖x(1) − x(0)‖ (C.28)

となる（式 (C.11) に対応）ので，数列が収束するための必要十分条件たるコー

シーの収束条件

『任意の正数 ε > 0に対して十分大きな N をとれば

m, n >= N なるとき ‖x(m) − x(n)‖ < ε

とならしめる。』

が満たされ， lim
k→∞

x(k) = xなる極限値 xが存在する。ϕ の連続性を用いて

x = ϕ(x) (C.29)

となることがわかる。つまり x(k) は x = ϕ(x)の解に収束する。このとき解の

一意性の確認には，二つの解 x = ϕ(x)と y = ϕ(y)に対してスカラー方程式

の場合の式 (C.13)と同様のことを行う。

‖x − y‖ = ‖ϕ(x) − ϕ(y)‖ <= q‖x − y‖ (C.30)

より ‖x−y‖ = 0，すなわち x = yとなり，唯一解であることが証明された。 ♠

それではどのような場合に ϕ(x)が縮小写像となるかを次に述べる。

C.2.1 収束条件：条件 ii)を満たすために

y, z ∈ K の 2点を結ぶ線分を

x(t) = z + t(y − z) (0 <= t <= 1)

とする。ϕが K で連続な 1階導関数をもてば， y,z を結ぶ線分上で
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ϕ(y) − ϕ(z) = ϕ (x(t))t=1 − ϕ (x(t))t=0

=
∫ 1

0

d

dt
ϕ (x(t)) dt (C.31)

が成立する。ただし微分・積分は成分ごとに行うものとする。式 (C.31)の右辺

の被積分関数を成分ごとに書くと

d

dt
ϕi(x(t)) =

n∑

j=1

∂ϕi

∂xj

dxj

dt
=

n∑

j=1

(
∂ϕi

∂xj
× (yj − zj)

)
(C.32)

となる。ここで ϕのヤコビ行列 Jϕ （サイズ：n × n）

Jϕ(x) = [(Jϕ)ij ] =
[
∂ϕi

∂xj

]
(C.33)

を導入すると，式 (C.31)は行列・ベクトル表示で結局つぎのように書ける。

ϕ(y) − ϕ(z) =
∫ 1

0

Jϕ (x(t)) (y − z)dt (C.34)

ノルムをとると

‖ϕ(y) − ϕ(z)‖ <=

∫ 1

0

‖Jϕ (x(t)) ‖ ‖(y − z)‖dt

= ‖y − z‖
∫ 1

0

‖Jϕ (x(t)) ‖dt (C.35)

が得られる。ゆえに

‖Jϕ (x) ‖ <= q < 1 (C.36)

であれば，0 < q < 1に対するリプシッツ条件

‖ϕ(y) − ϕ(z)‖ <= q‖y − z‖ (y ∈ K, z ∈ K) (C.37)

を満たす。式 (C.36)は収束のための十分条件であり，スカラー方程式の場合の

収束条件 (C.10)に対応する。

C.2.2 適切な初期値の選択：条件 i)を満たすために

条件 i)において x ∈ K ならば ϕ(x) ∈ K と仮定したが，一般にはこの仮
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定が成り立つ K の範囲を決めることは難しい。ここではスカラー方程式の場

合と同様に，x(0) ∈ K から始めて，いかにしたら反復により ϕ(x)がK の外

に出ないかについて考察する。x(k) と x(0) の距離を調べるために，式 (C.28)

においてm = k, n = 0とおくと

‖x(k) − x(0)‖ <=
1

1 − q
‖x(1) − x(0)‖ (C.38)

を得る。すなわち x(k) は x(0) を中心とし半径 ‖x(1) − x(0)‖/(1 − q) の球の

中に存在することになるので，この球が 領域K の中に含まれるという制限を

満たさねばならない。このためには，初期値としては最初の反復で値があまり

変わらないような，十分真の解に近い近似値を選ぶことである。

またさらに重要なことは，数列 {x(k)}の収束値も領域K 内になければなら

ない。極限値が存在することはすでに示されているので，式 (C.38)において

k → ∞とすれば x(k) → xより

‖x − x(0)‖ <=
1

1 − q
‖x(1) − x(0)‖ (C.39)

となる。したがって収束値も領域K 内に含まれるためには，初期値の選択とし

て先に述べたものと同じ制約を満たせばよい。

引用・参考文献

1) Fritz, John：Lectures on Advanced Numerical Analysis, Science Publishers,

Inc. (1967)；藤田　宏・名取　亮 共訳：数値解析講義，産業図書 (1975)

2) 森　正武：数値解析，共立出版 (1973)

3) 高木貞治：解析概論，岩波書店 (1975)

4) 佐武一郎：線形代数学，裳華房 (1974)
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補 間 と 誤 差

補間多項式の代表的な表式としてラグランジュ補間とニュートン補間がある。

ここではニュートン補間の形で記述された補間多項式から，その誤差を導く。

等間隔データ点に対する多項式補間の使用限界を示した後，その対応策として

チェビシェフ補間が誤差を最小にする傾向をもつことを示す。

D.1 多項式補間法：ラグランジュ補間とニュートン補間

独立変数に対応するたがいに異なる点 x1, x2, · · · , xn とそれらの点における

関数値 f(x1), f(x2), · · · , f(xn) が与えられているとき，k = 1, 2, · · · , n に対

して Fn(xk) = f(xk) となるようなたかだか n− 1次の補間多項式 Fn(x) は，

ラグランジュ (Lagrange)補間公式の形で

Fn(x) =
n∑

k=1

f(xk) L
(n−1)
k (x) (D.1)

と書ける。ここに L
(n−1)
k (x) は

L
(n−1)
k (xl) = δkl (D.2)

(δklはクロネッカーの δ) を満足する n− 1次の多項式 (ラグランジュ基底関数)

であり，一意的に次式で与えられる。

L
(n−1)
k (x)

=
(x−x1)(x−x2) · · · (x−xk−1)(x−xk+1) · · · (x−xn)

(xk−x1)(xk−x2) · · · (xk−xk−1)(xk−xk+1) · · · (xk−xn)
(D.3)
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ラグランジュ基底関数 (D.3)を用いる公式 (D.1)の計算時間を軽減するために，

n次の多項式

πn(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn) (D.4)

を導入して式 (D.3)を

L
(n−1)
k (x) =

πn(x)
(x − xk)π′

n(xk)
(D.5)

と表し，これを式 (D.1)に代入した式を用いることがある。

Fn(x) = πn(x)
n∑

k=1

f(xk)
(x − xk)π′

n(xk)
(D.6)

同じ補間多項式を，データ点を零点にもつ多項式列 (ニュートン基底関数)

π0(x) = 1
π1(x) = (x − x1)...　
πn−1(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn−1)

に関して展開したニュートン (Newton)補間公式

Fn(x) = f [x1] + (x − x1)f [x1, x2] + (x−x1)(x−x2)f [x1, x2, x3] + · · ·

+(x−x1)(x−x2) · · · (x−xn−1)f [x1, x2, · · · , xn] (D.7)

= Fn−1(x)+(x−x1)(x−x2)· · ·(x−xn−1)f [x1, x2,· · ·, xn](D.8)

の形にも表せる。ここに，係数 f [x1], f [x1, x2], · · · は，以下の漸化式

0階差分商：f [x1] = f(x1) (D.9)

1階差分商：f [x1, x2] =
f [x2] − f [x1]

x2 − x1
(D.10)

2階差分商：f [x1, x2, x3] =
f [x2, x3] − f [x1, x2]

x3 − x1
(D.11)

...

n−1階差分商：f [x1, x2,· · ·, xn]=
f [x2,· · ·, xn]−f [x1,· · ·, xn−1]

xn − x1

(D.12)



36 D. 補 間 と 誤 差

により定義される f(x)の差分商であり，ニュートンの補間公式 (D.7)が，与え

られたデータ点を補間している，すなわち

Fn(xk) = f(xk) (k = 1, 2, · · · , n) (D.13)

を満たすことは，式 (D.7)に順次 x = xk を代入していくことによって容易に

確かめられる。

一般に n − 1階差分商は n個の関数値 f(x1), f(x2), · · · , f(xn)の 1次結合

f [x1, x2,· · ·, xn]

=
n∑

k=1

f(xk)
(xk−x1) · · · (xk−xk−1)(xk−xk+1) · · · (xk−xn)

(D.14)

により表される。これは数学的帰納法により証明される。まず 0階と 1階の差

分商に対して成立しているのは明らかである。つぎに n − 1階差分商に対し式

(D.14)が成立していると仮定すると，n階差分商の定義に対し

f [x1, x2, · · · , xn+1] =
f [x2, x3,· · ·, xn+1] − f [x1, x2,· · ·, xn]

xn+1 − x1

=
1

(xn+1−x1)

(
n∑

k=2

(
1

(xk−x2)· · ·(xk−xn+1)
− 1

(xk−x1)· · ·(xk−xn)

)
f(xk)

+
1

(xn+1−x2)· · ·(xn+1−xn)
f(xn+1) −

1
(x1−x2)· · ·(x1−xn)

f(x1)

)

=
n+1∑

k=1

f(xk)
(xk−x1)· · ·(xk−xk−1)(xk−xk+1)· · ·(xk−xn+1)

が得られ，n階差分商においても式 (D.14)が成立していることが確かめられ，

証明は終わる。式 (D.14)より，f [x1, x2, · · · , xn]の値は x1, x2, · · · , xnの順序

を入れ換えても変わらないことがわかる。

差分商中の変数が一致する場合は極限により意味づけられる。例えば

f [x1, x1] = lim
x2→x1

f [x1, x2] = lim
x2→x1

f [x2] − f [x1]
x2 − x1

=
df(x1)
dx1

(D.15)

と表され，同様にしてつぎの公式が得られる。
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f [x1, x1, x2, · · · , xk] =
d

dx1
f [x1, x2, · · · , xk] (D.16)

x1 について微分可能な関数 y1, y2, · · · , yk を用いると，

d

dx1
f [y1, y2, · · · , yk] =

k∑

i=1

f [yi, y1, y2, · · · , yk]
dyi

dx1
(D.17)

となるので，y1 = · · · = yk = x1 とおけば，

d

dx1
f [

k個︷ ︸︸ ︷
x1, · · · , x1 ] = k f [

k + 1個︷ ︸︸ ︷
x1, x1, · · · , x1 ] (D.18)

を得る。したがって，式 (D.15)，(D.18)より

dk−1

dxk−1
1

f(x1) =
dk−2

dxk−2
1

(
d

dx1
f(x1)

)
=

dk−2

dxk−2
1

f [x1, x1]

=
dk−3

dxk−3
1

(
d

dx1
f [x1, x1]

)
= 2

dk−3

dxk−3
1

f [x1, x1, x1]

= 2
dk−4

dxk−4
1

(
d

dx1
f [x1, x1, x1]

)
=3·2 dk−4

dxk−4
1

f [x1, x1, x1, x1]

...

= (k − 1)! f [
k個︷ ︸︸ ︷

x1, · · · , x1 ] (D.19)

が成立するので，つぎの公式が得られる。

f [
k個︷ ︸︸ ︷

x1, · · · , x1 ] =
1

(k − 1)!
dk−1f(x1)

dxk−1
(D.20)

D.2 多項式補間法の誤差

n個のデータ点を補間するたかだか n − 1次の多項式は一つに定まるので，

表現方法は異なるにせよ，ラグランジュ補間法もニュートン補間法も同一の多

項式を指している。

いまラグランジュ補間法 (D.6)の誤差を εn(x)とすると

εn(x) = Fn(x) − f(x) (D.21)
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である。ここで n個のデータ点に 1点 (xn+1, f(xn+1)) を付加して n + 1個に

する。この n + 1点を通るニュートン補間公式 Fn+1(x)において x = xn+1 と

おくと，式 (D.8)より

f(xn+1) = Fn+1(xn+1)

= Fn(xn+1) + (xn+1 − x1)(xn+1 − x2) · · ·

(xn+1−xn)f [x1, x2,· · ·, xn, xn+1] (D.22)

なる関係が得られる。xn+1 としては x1, x2, · · · , xn 以外の任意の点をとり得

るので，再びこれを xに置き換えると，式 (D.21)の誤差は次式により与えら

れる。

εn(x) = −(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)f [x1, x2, · · · , xn, x] (D.23)

これは誤差の正確な表現ではあるが，f(x)の差分商をどのように見積もればよ

いのであろうか。

Fn(x)は f(x1), · · · , f(xn)を補間する関数であるから，x = x1, · · · , xn に

対して

εn(x) = Fn(x) − f(x) = 0 (D.24)

である。つまり εn(x) = 0は少なくとも n個の零点をもつのであるから，Rolle

の定理†より dεn(x)/dx は少なくとも n − 1 個の零点をもつことになる。こ

の論法を繰り返して n − 1回 Rolleの定理を用いれば，dn−1εn(x)/dxn−1 は

x1, · · · , xn を含む最小区間の中の少なくとも 1 点 ξ において零となる，すな

わち

dn−1εn(ξ)
dxn−1

=
dn−1Fn(ξ)

dxn−1
− dn−1f(ξ)

dxn−1
= 0 (D.25)

なる ξが存在する。Fn(x)に対するニュートン補間公式 (D.7)より最高次の項は

† Rolle の定理：g(x) は区間 [a, b] で連続，(a, b) で微分可能とする。このとき
g(a) = g(b) ならば，区間 (a, b) のある点において g′(x) は零になる，すなわち
g′(ξ) = 0 なる ξ が a < ξ < b において存在する。
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Fn(x) = xn−1f [x1, x2, · · · , xn] + · · · (D.26)

となるので，これを n − 1回 xで微分すると

dn−1Fn(ξ)
dxn−1

= (n − 1)! f [x1, x2, · · · , xn] (D.27)

を得る。これを式 (D.25)に代入すれば

dn−1εn(ξ)
dxn−1

= (n − 1)! f [x1, x2, · · · , xn] − dn−1f(ξ)
dxn−1

= 0 (D.28)

となるので

f [x1, x2, · · · , xn] =
1

(n − 1)!
dn−1f(ξ)
dxn−1

(D.29)

を得る。したがって式 (D.23)の誤差は，

εn(x) = − (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)
n!

dnf(ξ)
dxn

(D.30)

と表され，誤差の見積りが可能な形となった。ここに ξは x1, · · · , xn, xを含む

最小区間の中のある点である。n階微係数 dnf(x)/dxn の計算は一般に煩雑に

なることと，ξの値が未知であることにより，式 (D.30)を誤差の推定に用いる

ことには限界はあるものの，誤差の振舞いを定性的にある程度は知ることがで

きる。

なお，誤差項 (D.30)はテイラーの公式における剰余に似た形をしていること

に気づく。実際，x1, x2, · · · , xn を 1点 x1 に一致させる極限では公式 (D.20)

が成立するので，そのときニュートン補間公式 (D.7)はテイラー展開となる。

f(x) = f(x1) +
(x − x1)

1!
df(x1)

dx
+ · · ·

+
(x − x1)n−1

(n − 1)!
dn−1f(x1)

dxn−1
+

(x − x1)n

n!
dnf(ζ)
dxn

ζ は x1 と xとの間の点である。

|(x − x1)n| > |(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)|

となる場合，補間多項式の誤差項 εn(x)はテイラー展開の誤差項より小さいこ

とが多い。
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D.3 等間隔データ点に対する多項式補間の使用限界

関数 f(x)に対する n− 1次の補間多項式は，ニュートンの補間公式により記

述すると

Fn(x) = f [x1] +
n∑

k=2

(x − x1)(x − x2) · · · (x − xk−1)f [x1, x2, · · · , xk]

(D.31)

となる。無限級数

f [x1] +
∞∑

k=2

(x − x1)(x − x2) · · · (x − xk−1)f [x1, x2, · · · , xk] (D.32)

は少なくとも解析関数 (領域内で微分可能な関数) に対しては f(x)に収束する

と考えるかもしれないが，一般にはこれは正しくない。例えば，f(x) = ex と

し，等間隔のデータ点 xj =x1 + (j−1)hをとってみよう。このとき式 (D.14)

により

f [x1, · · · , xk] =
k∑

j=1

ex1+(j−1)h

hk−1(j − 1)! (k − j)! (−1)k−j

=
ex1

(k − 1)! hk−1

k∑

j=1

(k − 1)!
(j − 1)! (k − j)!

(−1)k−je(j−1)h

=
ex1

(k − 1)!

(
eh − 1

h

)k−1

(D.33)

となるので，点 x = x1 + h/2に対して，級数 (D.32)の第 k項の絶対値はつぎ

の不等式で見積もられる。
(

1
2
h

)(
1
2
h

)(
3
2
h

)(
5
2
h

)
· · ·

((
k − 5

2

)
h

)
ex1

(k − 1)!

(
eh − 1

h

)k−1

>=
1
4

1
(k − 1)(k − 2)

ex1(eh − 1)k−1 (D.34)

収束するためには，k → ∞のとき，第 k項→ 0とならなければならない。し
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たがって | eh − 1 |<= 1でなければならず，データ点の間隔 hは log 2をこえて

はならない。

以上はデータ点の間隔が有限な場合の例であるが，データ点を無限に増やし

てデータ点間隔を限りなく零に近づける (n → ∞で h → 0)ときでも，補間多

項式は関数に収束するとは限らない。ルンゲはその例として，すべての実数に

対して解析的な関数

f(x) =
1

1 + 25x2
(D.35)

を取り上げ，区間 [−1, 1]において等間隔のデータ点 xk を無限に増やしていく

(したがって次数を無限に高くしていく)とき，補間多項式が区間の端付近で発散

することを証明した。この特別な例における発散の原因は虚の特異点 x = ±i/5

が補間データ点 xkの近傍に存在することによる。特異点が補間点から遠く離れ

ているならば，解析関数 f(x)に対する補間多項式は収束する (文献 1)参照)。

D.4 チェビシュフ多項式による準ミニマックス近似

前節で等間隔データ点に対する多項式補間の使用限界が示された。それでは

いかなる補間を用いると，誤差を抑えることが可能であろうか。

ある区間における連続関数 f(x)の近似関数を，誤差の絶対値の最大値を最小

にするよう定める方法を最良近似法，あるいはミニマックス近似法という。い

ま，n個のデータ点 x1, x2, · · · , xn上で f(x)と一致する n− 1次の近似多項式

を Fn(x)とし，区間 [a, b]における誤差の絶対値

max
a<=x<=b

|f(x) − Fn(x)|

を最小にするように Fn(x)を定める問題を考える。式 (D.21)と式 (D.30)より

f(x) = Fn(x) +
(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)

n!
dnf(ξ)
dxn

(D.36)

と書ける。ここに ξは x1, · · · , xnを含む最小区間の中の 1点である。このとき

最優良近似は
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max
a<=x<=b

|f(x) − Fn(x)| =
1
n!

max
a<=x<=b

∣∣∣∣(x−x1)(x−x2)· · ·(x−xn)
dnf(ξ)
dxn

∣∣∣∣
(D.37)

を最小にすることを要求する。いま区間内で |dnf(x)/dxn| <= M なるM が既

知であるならば，つぎの誤差限界

max
a<=x<=b

|f(x) − Fn(x)| <=
M

n!
max

a<=x<=b
|(x−x1)(x−x2)· · ·(x−xn)|

(D.38)

を得るので，式 (D.37)の代わりに

max
a<=x<=b

|(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)| (D.39)

を最小にするよう位置 x1, · · · , xnを定めることにより，ミニマックス近似に準

じるような近似とすることができる。

ここでなんらかの変数変換により考える区間を [−1, 1]に移したとすると，上

記の条件を満足する多項式は，最高次 xnの係数が 1となるように 2n−1で割っ

た n次チェビシェフ (Chebyshev)多項式 Tn(x)

(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn) =
Tn(x)
2n−1

(D.40)

で与えられる。n次チェビシェフ多項式は

Tn(x) = cos
(
n cos−1 x

)
(D.41)

であり，その n個の零点 xi は

xi = cos
(2i − 1)π

2n
(i = 1, 2, · · · , n) (D.42)

により与えられる。式 (D.41)より Tn(x) <= 1であるから，このとき

max
−1<=x<=1

|(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn)| =
1

2n−1
(D.43)

となる。これが他のいかなる n次多項式よりも最小値を与えることは，背理法

により証明される。n次多項式 δ(x)があり，最高次の係数が 1で区間内におけ

る |δ(x)|の最大値が 1/2n−1 より小さいとすれば
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φ(x) ≡ δ(x) − Tn(x)
2n−1

(D.44)

は Tn = 1をとるとき負になり，Tn = −1をとるとき正になる。Tnは区間両端

を含む n + 1個の点で正負の極値±1を交互にとるので，φ(x)は n個の零点を

もつ。しかるに φ(x)は定義式 (D.44)より xn の項がなくなり n − 1次式であ

るから，矛盾する。

以上より，データ点 x1, · · · , xn をチェビシェフ多項式の零点 (D.42)とする

多項式補間，すなわちチェビシェフ補間は，dnf(ξ)/dxn の影響がなければ補

間多項式の誤差の最大値を最小にすることが示された。

引用・参考文献

1) Fritz, John：Lectures on Advanced Numerical Analysis, Science Publishers,

Inc. (1967)；藤田　宏・名取　亮 共訳：数値解析講義，産業図書 (1975)

2) 赤坂　隆：数値計算，応用数学講座第 7巻，コロナ社 (1976)

3) 森　正武：数値解析，共立出版 (1973)



E
数値微分の差分演算子表現

9章では，テイラー級数展開からの式変形，およびラグランジュ補間多項式

の微分から数値微分公式を求めた。ここではより体系的に数値微分公式を示す

ために，ニュートン補間法のさまざまな差分演算子表現を導き，その微分から

導関数の差分演算子表現を用いた近似を示す。さらに微分演算子と差分演算子

との関係からも数値微分公式を導出する。以下，幅 hの等間隔で配列している

離散的な点 x

xi+k = xi + kh (k = 0,±1,±2 · · · , n − 1) (E.1)

にて関数 f(x)の値 f(xi+k)が与えられているとして，関数 f(x)の導関数を近

似的に導こう。

E.1 差分演算子と差分商

幅 hの等間隔で配列している xに対し関数値が与えられているとき，つぎの

ように差分演算子 (difference operator)を定義する。

前進差分演算子：　4f(x) = f(x + h) − f(x) (E.2)

後退差分演算子：　5f(x) = f(x) − f(x − h) (E.3)

中心差分演算子：　δf(x) = f

(
x +

h

2

)
− f

(
x − h

2

)
(E.4)

移相演算子 (shift operator)E を
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Ef(x) = f(x + h) (E.5)

E−1f(x) = f(x − h) (E.6)

と定義すると，正の整数 rに対して

Erf(x) = f(x + rh), E−rf(x) = f(x − rh)

となり，つぎのような演算子の関係が得られる。

4f(x) = (E − 1)f(x) =⇒ 4 = E − 1 (E.7)

5f(x) = (1 − E−1)f(x) =⇒ 5 = 1 − E−1 (E.8)

δf(x) = (E1/2 − E−1/2)f(x) =⇒ δ = E1/2 − E−1/2 (E.9)

中心差分演算子の定義には hの半整数倍が現れている。そのため平均演算子を

µf(x) =
1
2

(
f

(
x +

h

2

)
+ f

(
x − h

2

))
(E.10)

により定義すると，以下のように中心差分を hの（半整数倍ではなく）整数倍

のみが現れるよう定義できる。

µδf(x) = µf

(
x +

h

2

)
− µf

(
x − h

2

)

=
1
2
(
f(x + h) + f(x)

)
− 1

2
(
f(x) + f(x − h)

)

=
1
2
(
f(x + h) − f(x − h)

)
(E.11)

これを演算子の関係で表すと，つぎのように書ける。

µf(x) =
1
2
(E1/2 + E−1/2)f(x)

=⇒ µ =
1
2
(E1/2 + E−1/2) (E.12)

µδf(x) =
1
2
(E1/2 + E−1/2)(E1/2 − E−1/2)f(x)

=⇒ µδ =
1
2
(E − E−1) (E.13)

ここで差分商と差分との関係を考えよう。前進差分に関して
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4f(xi) = f(xi+1) − f(xi) = (xi+1 − xi)f [xi, xi+1]

= hf [xi, xi+1]

42f(xi) = 4f(xi+1) −4f(xi) = h
(
f [xi+1, xi+2] − f [xi, xi+1]

)

= h (xi+2 − xi)f [xi, xi+1, xi+2]

= 2! h2f [xi, xi+1, xi+2]

43f(xi) = 42f(xi+1) −42f(xi)

= 2! h2
(
f [xi+1, xi+2, xi+3] − f [xi, xi+1, xi+2]

)

= 2! h2(xi+3 − xi)f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]

= 3! h3f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]...
となり，一般に r階前進差分4rf(xi)は帰納的に

4rf(xi) = r! hrf [xi, xi+1, xi+2, · · · , xi+r] (E.14)

と表される。後退差分に関しては

5f(xi) = f(xi) − f(xi−1) = (xi − xi−1)f [xi, xi−1]

= hf [xi, xi−1]
...

となり，同様にして r階後退差分5rf(xi)は帰納的に

5rf(xi) = r! hrf [xi, xi−1, xi−2, · · · , xi−r] (E.15)

と表される。中心差分に関しては

δf(xi) = f(xi+1/2) − f(xi−1/2) (E.16)

となって，右辺は与えられていない値を参照することになるので

δf(xi+1/2) = f(xi+1) − f(xi) (E.17)

を扱う必要がある。2階の中心差分は

δ2f(xi) = δf(xi+1/2) − δf(xi−1/2) = f(xi+1) − 2f(xi) + f(xi−1)

(E.18)
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となって，右辺は与えられた値で表される。このように，奇数階差分に対して

は半整数の添字を定義しなければならないが，偶数階差分では添字は整数のみ

が現れる。中心差分と差分商との関係は

δf(xi+1/2) = f(xi+1) − f(xi) = (xi+1 − xi)f [xi, xi+1]

= hf [xi, xi+1]

δ2f(xi) = δf(xi+1/2) − δf(xi−1/2) = h
(
f [xi, xi+1] − f [xi−1, xi]

)

= h (xi+1 − xi−1)f [xi−1, xi, xi+1]

= 2! h2f [xi−1, xi, xi+1]

δ3f(xi+1/2) = δ2f(xi+1) − δ2f(xi)

= 2! h2
(
f [xi, xi+1, xi+2] − f [xi−1, xi, xi+1]

)

= 2! h2(xi+2 − xi−1)f [xi−1, xi, xi+1, xi+2]

= 3! h3f [xi−1, xi, xi+1, xi+2]

δ4f(xi) = δ3f(xi+1/2) − δ3f(xi−1/2)

= 3! h3
(
f [xi−1, xi, xi+1, xi+2] − f [xi−2, xi−1, xi, xi+1]

)

= 3! h3(xi+2 − xi−2)f [xi−2, xi−1, xi, xi+1, xi+2]

= 4! h4f [xi−2, xi−1, xi, xi+1, xi+2]...

となるので，一般には奇数階と偶数階の差分に分けて帰納的につぎのように書

ける。

δ2m+1f(xi+1/2) = (2m + 1)! h2m+1f [xi−m, · · · , xi, · · · , xi+m+1]

(E.19)

δ2mf(xi) = (2m)!h2mf [xi−m, · · · , xi, · · · , xi+m] (E.20)

最後に，前進差分4rf(xi)と後退差分および中心差分との関係を以下に示す。
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4rf(xi) = (E − 1)rf(xi) =
(
1 − E−1

)r
Erf(xi)

= 5rErf(xi) = 5rf(xi+r) (E.21)

4rf(xi) = (E − 1)rf(xi) =
(
E1/2 − E−1/2

)r
Er/2f(xi)

= δrEr/2f(xi) = δrf(xi+r/2) (E.22)

E.2 ニュートン補間法の差分演算子表現と数値微分

導関数の差分近似式を高精度化したり，高階の導関数の差分近似式を求めた

りする場合，ニュートン補間法の差分演算子表現を用いれば系統的となる。

E.2.1 ニュートンの前進補間公式と数値微分

離散的な n個の点 xi+r, (r = 0, 1, · · · , n−1)において関数 f(x)の値 f(xi+r)

が与えられているとき，関係式 (E.14)より差分商は

f [xi, xi+1, xi+2, · · · , xi+r] =
1

r! hr
4rf(xi) (E.23)

となるので，n−1次ニュートン補間多項式 Fn(x)を前進差分を用いて表すと，

誤差項 εn(x)を含めて

f(x) = Fn(x) − εn(x) (E.24)

Fn(x) = f(xi) + (x − xi)
4f(xi)

1! h
+ (x − xi)(x − xi+1)

42f(xi)
2! h2

+ · · ·

+(x − xi) · · · (x − xi+n−2)
4n−1f(xi)

(n − 1)! hn−1
(E.25)

εn(x) = − (x − xi)(x − xi+1) · · · (x − xi+n−1)
n!

dnf(ξ)
dxn

(E.26)

と書ける。ただし ξ ∈ (xi, xi+n−1)。この式は，無次元変数 α

x = xi + αh (0 <= α <= n − 1) (E.27)

を導入すると x − xi+r = h
(
α − r

)
となり，つぎのように簡単な形になる。
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f(xi + αh) = Fn(x) − εn(x) (E.28)

Fn(x) = f(xi) + α4f(xi) +
α(α − 1)

2!
42f(xi)

+
α(α − 1)(α − 2)

3!
43f(xi) + · · ·

+
α(α − 1) · · · (α − n + 2)

(n − 1)!
4n−1f(xi) (E.29)

εn(x) = −hn α(α − 1) · · · (α − n + 1)
n!

dnf(ξ)
dxn

(E.30)

式 (E.29)はニュートンの前進補間公式と呼ばれる。誤差項を含めた式 (E.28)

を xで微分すると，dα/dx = 1/hより

f ′(xi + αh)

=
1
h
4f(xi) +

2α − 1
2h

42f(xi) +
3α2 − 6α + 2

6h
43f(xi) + · · ·

+
1

h(n − 1)!
d

dα

(
α(α − 1) · · · (α − n + 2)

)
4n−1f(xi)

+
hn−1

n!
d

dα

(
α(α − 1) · · · (α − n + 1)

)dnf(ξ)
dxn

(E.31)

を得る。α = 0, 1, 2, · · · ととると xi + αh = xi+α はあらかじめ与えられた点

となるので，上式より 1階導関数に対するさまざまな差分公式が得られる。例

えば n = 2として右辺第 1項までとると誤差項は (h/2)(2α − 1)(d2f(ξ)/dx2)

となり，α = 0とおくと 1次精度前進差分公式，α = 1とおくと 1次精度後退差

分公式が得られる。n = 3として右辺第 2項までとると誤差項は (h2/6)(3α2 −

6α + 2)(d3f(ξ)/dx3)となり，α = 0とおくと 2次精度前進差分公式，α = 1

とおくと 2次精度中心差分公式，α = 2とおくと 2次精度後退差分公式が得ら

れる。

さらに式 (E.31)を微分すると

f ′′(xi + αh) =
1
h2

42f(xi) +
6α − 6

6h2
43f(xi) + · · ·

+
1

h2(n − 1)!
d2

dα2

(
α(α − 1) · · · (α − n + 2)

)
4n−1f(xi)

+
hn−2

n!
d2

dα2

(
α(α − 1) · · · (α − n + 1)

) dnf(ξ)
dxn

(E.32)
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を得る。上式より 2階導関数に対する差分公式が得られる。n = 3として右辺

第 1項までとって α = 0とおくと 1次精度前進差分公式，α = 1とおくと 2次

精度中心差分公式，α = 2とおくと 1次精度後退差分公式が得られる。このよ

うにしてさらに高精度，高階の導関数の数値微分公式が得られていく。

E.2.2 ニュートンの後退補間公式と数値微分

同様にして，ニュートンの後退補間公式を導くことができる。離散的な n個

の点 xi−r, (r = 0, 1, · · · , n−1)において関数 f(x)の値 f(xi−r)が与えられて

いるとき，関係式 (E.15)より差分商は

f [xi, xi−1, xi−2, · · · , xi−r] =
1

r! hr
5rf(xi) (E.33)

となるので，n−1次ニュートン補間多項式 Fn(x)を後退差分を用いて表し，無

次元変数 α

x = xi + αh (0 >= α >= −(n − 1)) (E.34)

を導入すると，誤差項 εn(x)を含めて以下のように簡単な形に書ける。

f(xi + αh) = Fn(x) − εn(x) (E.35)

Fn(x) = f(xi) + α5f(xi) +
α(α + 1)

2!
52f(xi)

+
α(α + 1)(α + 2)

3!
53f(xi) + · · ·

+
α(α + 1) · · · (α + n − 2)

(n − 1)!
5n−1f(xi) (E.36)

εn(x) = −hn α(α + 1) · · · (α + n − 1)
n!

dnf(ξ)
dxn

(E.37)

式 (E.36)はニュートンの後退補間公式と呼ばれる。誤差項を含めた式 (E.35)

を xで微分すると，dα/dx = 1/hより
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f ′(xi + αh) =
1
h
5f(xi) +

2α + 1
2h

52f(xi) +
3α2 + 6α + 2

6h
53f(xi) + · · ·

+
1

h(n − 1)!
d

dα

(
α(α + 1) · · · (α + n − 2)

)
5n−1f(xi)

+
hn−1

n!
d

dα

(
α(α + 1) · · · (α + n − 1)

) dnf(ξ)
dxn

(E.38)

を得る。α = 0,−1,−2, · · · ととると xi + αh = xi+αはあらかじめ与えられた

点となるので，上式より 1階導関数に対するさまざまな差分公式が得られる。例

えば n = 2として右辺第 1項までとると誤差項は (h/2)(2α + 1)(d2f(ξ)/dx2)

となり，α = 0 とおくと 1 次精度後退差分公式，α = −1 とおくと 1 次精

度前進差分公式が得られる。n = 3 として右辺第 2 項までとると誤差項は

(h2/6)(3α2 + 6α + 2)(d3f(ξ)/dx3)となり，α = 0とおくと 2次精度後退差分

公式，α = −1とおくと 2次精度中心差分公式，α = −2とおくと 2次精度前

進差分公式が得られる。

E.2.3 スターリングの補間公式と数値微分

さらに差分商と中心差分との関係からニュートン補間の中心差分表現を導く

ことができる。補間点を xi, xi+1, xi−1, xi+2, xi−2, · · · の順序にとっていくと，

ニュートンの補間多項式は

f(x) = f [xi] + (x − xi)f [xi, xi+1] + (x − xi)(x − xi+1)f [xi, xi+1, xi−1]

+(x − xi)(x − xi+1)(x − xi−1)f [xi, xi+1, xi−1, xi+2] + · · ·

(E.39)

と書ける。差分商の値はかぎ括弧 [ ]の中の値の順序によらないので，関係式

(E.19)，(E.20)より
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f [xi, xi+1] =
1
h

δf(xi+1/2)

f [xi, xi+1, xi−1] =
1

2! h2
δ2f(xi)

f [xi, xi+1, xi−1, xi+2] =
1

3! h3
δ3f(xi+1/2)

...

となる。これらを先のニュートン補間多項式に代入し，無次元変数 α

x = xi + αh (E.40)

を導入すると，以下のように簡単な形になる。補間点数が，(1) 偶数個か，(2) 奇

数個か，により補間式の最終項と誤差項の形が異なってくることに注意しよう。

f(xi + αh)

= f(xi) + αδf(xi+1/2) +
α(α − 1)

2!
δ2f(xi)

+
α(α2 − 1)

3!
δ3f(xi+1/2) +

α(α2 − 1)(α − 2)
4!

δ4f(xi) + · · ·

+(補間の最終項)





(1)
α(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

)

(2m − 1)!
δ2m−1f(xi+1/2)

(2)
α(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

)
(α − m)

(2m)!
δ2mf(xi)





+(誤差項)





(1)
h2mα(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

)
(α − m)

(2m)!
d2mf(ξ)
dx2m

(2)
h2m+1α(α2 − 1) · · · (α2 − m2)

(2m + 1)!
d2m+1f(ξ)
dx2m+1





(E.41)

式 (E.41)は実質的にはニュートン補間公式の一変形に過ぎないが，特にガウス

(Gauss)の前進補間公式と呼ばれる。今度は補間点をxi, xi−1, xi+1, xi−2, xi+2, · · ·

の順序にとっていくとき，ニュートン補間は
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f(xi + αh)

= f(xi) + αδf(xi−1/2) +
α(α + 1)

2!
δ2f(xi)

+
α(α2 − 1)

3!
δ3f(xi−1/2) +

α(α2 − 1)(α + 2)
4!

δ4f(xi) + · · ·

+(補間の最終項)





(1)
α(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

)

(2m − 1)!
δ2m−1f(xi−1/2)

(2)
α(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

)
(α + m)

(2m)!
δ2mf(xi)





+(誤差項)





(1)
h2m α(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

)
(α + m)

(2m)!
d2mf(ξ)
dx2m

(2)
h2m+1 α(α2 − 1) · · · (α2 − m2)

(2m + 1)!
d2m+1f(ξ)
dx2m+1





(E.42)

となり，これはガウスの後退補間公式と呼ばれる。

ガウスの公式 (E.41)，(E.42)の平均をとり奇数階の差分を平均演算子を用い

て表すと，以下に示すスターリング (Stirling)の補間公式が得られる。スター

リングの公式では，(1) 補間公式が奇数階の差分の項までで終わっている場合

と，(2) 偶数階の差分の項までの場合，とで誤差項は異なる。

f(xi + αh) = F (x) − ε(x) (E.43)

(1)の場合

F (x)

= f(xi) + αµδf(xi) +
α2

2!
δ2f(xi) +

α(α2 − 1)
3!

µδ3f(xi)

+
α2(α2 − 1)

4!
δ4f(xi) + · · · +

α(α2 − 1) · · ·
(
α2 − (m − 1)2

)

(2m − 1)!
µδ2m−1f(xi)

(E.44)

ε(x) = −
h2mα(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

)

2(2m)!

×
(

(α − m)
d2mf(ξ1)

dx2m
+ (α + m)

d2mf(ξ2)
dx2m

)
(E.45)
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(2)の場合

F (x)

= f(xi) + αµδf(xi) +
α2

2!
δ2f(xi) +

α(α2 − 1)
3!

µδ3f(xi)

+
α2(α2 − 1)

4!
δ4f(xi) + · · · +

α2(α2 − 1) · · ·
(
α2 − (m − 1)2

)

(2m)!
δ2mf(xi)

(E.46)

ε(x) = −h2m+1α(α2 − 1) · · · (α2 − m2)
(2m + 1)!

d2m+1f(ξ)
dx2m+1

(E.47)

ここに

µδ2k−1f(xi) =
1
2
(
δ2k−1f(xi+1/2) + δ2k−1f(xi−1/2)

)

(k = 1, 2, · · · ,m) (E.48)

であり，ξ1, ξ2, ξはそれぞれの補間点 xi, xi±1, xi±2, · · · および xを含む最

小区間中にある値である。誤差項を含めた式 (E.43)を xで微分すると，数

値微分公式が得られる。例えば (2)の場合，dα/dx = 1/hより

f ′(xi + αh)

=
1
h

µδf(xi) +
α

h
δ2f(xi) +

3α2 − 1
6h

µδ3f(xi) +
2α3 − α

12h
δ4f(xi) + · · ·

+
1

h(2m)!
d

dα

(
α2(α2 − 1) · · ·

(
α2 − (m − 1)2

))
δ2mf(xi)

+
h2m

(2m + 1)!
d

dα

(
α(α2 − 1) · · · (α2 − m2)

)d2m+1f(ξ)
dx2m+1

(E.49)

となる。例えば α = 0ととると 1階導関数の中心差分近似公式が得られる。

E.3 微分演算子の差分演算子表現

一般的な数値微分の公式を導くために，微分演算子D

Df(x) ≡ df(x)
dx

(E.50)
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を用いる。テイラー級数展開

f(x + h) = f(x) +
h

1!
f ′(x) +

h2

2!
f ′′(x)

+
h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f (4)(x) + · · · (E.51)

は，この微分演算子Dと移相演算子 E を用いて

Ef(x) =
(

1 +
hD

1!
+

h2D2

2!
+ · · ·

)
f(x) = ehDf(x) (E.52)

と書けるので，つぎの演算子の関係が得られる。

E = ehD (E.53)

式 (E.53)に，前進差分演算子4との関係 (E.7)を用いると

D =
1
h

log E =
1
h

log (1 + 4) (E.54)

となるので，1階導関数 f ′(xi)は，演算子により記号的につぎのように展開さ

れる。

f ′(xi) = Df(xi) =
1
h

(
log (1 + 4)

)
f(xi)

=
1
h

(
4− 1

2
42 +

1
3
43 −1

4
44 + · · ·

)
f(xi) (E.55)

これが 1階導関数の前進差分近似の一般形である。これは，ニュートンの前進

補間公式に対する 1階導関数 (E.31)において α=0としたものと同じである。

r階導関数 f (r)(xi)の前進差分近似の一般形は

f (r)(xi) = Drf(xi) =
1
hr

(
log (1 + 4)

)r
f(xi)

=
1
hr

(
4r − r

2
4r+1 +

r(3r + 5)
24

4r+2 − · · ·
)

f(xi)

(E.56)

と表せる。

後退差分演算子5については関係 (E.8)を用いると，式 (E.53)より
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D = − 1
h

log E−1 = − 1
h

log (1 −5) (E.57)

となるので，同様にして 1階導関数と r階導関数は以下のように表せる。

f ′(xi) = Df(xi) = − 1
h

(
log (1 −5)

)
f(xi)

=
1
h

(
5 +

1
2
52 +

1
3
53 +

1
4
54 + · · ·

)
f(xi) (E.58)

f (r)(xi) = Drf(xi) =
(
− 1

h
log (1 −5)

)r

f(xi)

=
1
hr

(
5r +

r

2
5r+1 +

r(3r + 5)
24

5r+2 + · · ·
)

f(xi)

(E.59)

この f ′(x) に関する公式は，ニュートンの後退補間公式に対する 1 階導関数

(E.38)において α=0としたものと同じである。

中心差分演算子 δ については関係 (E.9)を用いると，式 (E.53)より

δ = E1/2 − E−1/2 = ehD/2 − e−hD/2 = 2 sinh
hD

2
(E.60)

となるので

D =
2
h

sinh−1 δ

2
(E.61)

を得る。これより微分演算子Dは δ を用いて記号的に

D =
2
h

sinh−1 δ

2
=

1
h

(
δ − 12

22 · 3!
δ3 +

12 · 32

24 · 5!
δ5 − · · ·

)
(E.62)

と展開されるが，δ の奇数次の差分は半整数の添字をもつ xの関数値でしか表

現されないので，奇数階の導関数に対しては適切ではない。偶数階の導関数は

f ′′(xi) = D2f(xi) =
1
h2

(
δ2 − 1

12
δ4 +

1
90

δ6 − 1
560

δ8 + · · ·
)

f(xi)

(E.63)

f (4)(xi) = D4f(xi) =
1
h4

(
δ4 − 1

6
δ6 +

7
240

δ8 − · · ·
)

f(xi) (E.64)
...
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と表せる。奇数階の導関数に対しては，平均演算子 (E.12)は演算子 δを用いて

µ =
1
2
(
E1/2 + E−1/2

)
=

(
1 +

1
4
δ2

)1/2

(E.65)

と変形されることから，演算子 (E.61)を以下のように書き換えて用いる。

Dµ =
2µ

h

sinh−1 δ

2√
1 +

1
4
δ2

=
µ

h

(
δ − 12

3!
δ3 +

12 · 22

5!
δ5 − · · ·

)
(E.66)

Dの上記表現と偶数階の導関数 (E.63)，(E.64)，· · · を考慮すれば，奇数階の

導関数はつぎのように表せる。

f ′(xi) = Df(xi) = Dµf(xi)

=
µ

h

(
δ − 1

6
δ3 +

1
30

δ5 − 1
140

δ7 + · · ·
)

f(xi) (E.67)

f ′′′(xi) = D3f(xi) = DµD2f(xi)

=
µ

h3

(
δ3 − 1

4
δ5 +

7
120

δ7 − · · ·
)

f(xi) (E.68)

f (5)(xi) = D5f(xi) = DµD4f(xi)

=
µ

h5

(
δ5 − 1

3
δ7 + · · ·

)
f(xi) (E.69)

...

この f ′(x)に関する公式は，スターリングの補間公式に対する 1階導関数 (E.49)

において α=0としたものと同じである。ここで δ の奇数次の項は

µδf(xi) =
1
2
(
E1 − E−1

)
f(xi) =

1
2
(
f(xi+1) − f(xi−1)

)
(E.70)

µδ3f(xi) = δ2
(
µδf(xi)

)
=

(
E1 − 2 + E−1

)1
2
(
f(xi+1) − f(xi−1)

)

=
1
2
(
f(xi+2) − 2f(xi+1) + 2f(xi−1) − f(xi−2)

)
(E.71)

µδ5f(xi) = δ2
(
µδ3f(xi)

)

=
(
E1−2+E−1

)1
2
(
f(xi+2)−2f(xi+1)+2f(xi−1)−f(xi−2)

)

=
1
2
(
fi+3−4f(xi+2)+5f(xi+1)−5f(xi−1)+4f(xi−2−fi−3)

)

(E.72)
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など，平均演算子 µにより整数番目の xの関数値で表されていることに留意。
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付録Bの問題解答

問題 1 （ベクトルノルムの具体表現）

　∞ノルム：‖x‖∞ = max
i

|xi| の証明
γ = max

i
|xi|とおけば

‖x‖∞ = lim
p→∞

( n∑

i=1

|xi| p
)1/p

= lim
p→∞

γ

(
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi

γ

∣∣∣∣
p

)1/p

となるが，ここに |xi/γ| <= 1である。
∣∣∣∣
xi

γ

∣∣∣∣ < 1のとき　 lim
p→∞

∣∣∣∣
xi

γ

∣∣∣∣
p

= 0

∣∣∣∣
xi

γ

∣∣∣∣ = 1のとき　 lim
p→∞

∣∣∣∣
xi

γ

∣∣∣∣
p

= 1

|xi/γ| = 1となる項の個数を k 個（1 <= k <= n）とおけば，

‖x‖∞ = γ lim
p→∞

( k )1/p = γ = max
i

|xi|

問題 2 （行列ノルムの性質）

(1) ‖Ax‖ <= ‖A‖‖x‖ の証明

‖A‖ = sup
x6=0

‖Ax‖
‖x‖ より ‖A‖ >=

‖Ax‖
‖x‖ (∀x 6= 0)

したがって

‖A‖‖x‖ >= ‖Ax‖

(2) ‖AB‖ <= ‖A‖‖B‖ の証明
(1)を繰り返し用いると

‖(AB)x‖ = ‖A(Bx)‖ <= ‖A‖‖Bx‖ <= ‖A‖‖B‖‖x‖

したがって

‖(AB)x‖
‖x‖

<= ‖A‖‖B‖ (∀x 6= 0)



60 付 録 B の 問 題 解 答

∴ ‖AB‖ = sup
x 6=0

‖(AB)x‖
‖x‖

<= ‖A‖‖B‖

(3) すべての Aに対して ‖A‖ >= 0（等号は A = 0のときに限り成立）の証明

‖A‖ = sup
x 6=0

(‖Ax‖/‖x‖) は非負の数の上限だから ‖A‖ >= 0 であるこ

とは明らか。

等号は A = 0のときに限り成立することは，以下のように示される。

A = 0 ⇐⇒ Ax = 0 ⇐⇒ ‖Ax‖
‖x‖ = 0 (∀x 6= 0)

⇐⇒ ‖A‖ = 0

(4) ‖αA‖ = |α|‖A‖ の証明
ベクトルノルムの性質 ii)より，‖αAx‖ = |α|‖Ax‖ であるから

‖αA‖ = sup
x 6=0

‖αAx‖
‖x‖ = sup

x 6=0

|α|‖Ax‖
‖x‖

= |α| sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ = |α|‖A‖

(5) ‖A + B‖ <= ‖A‖ + ‖B‖ の証明

‖(A + B)x‖ = ‖Ax + Bx‖

<= ‖Ax‖ + ‖Bx‖ ⇐ ベクトルノルムの性質 iii)より

<= ‖A‖‖x‖ + ‖B‖‖x‖ ⇐ 行列ノルムの性質 (1)より

したがって，次式を得る。

‖(A + B)x‖
‖x‖

<= ‖A‖ + ‖B‖ (∀x 6= 0)

∴ ‖A + B‖ = sup
x 6=0

‖(A + B)x‖
‖x‖

<= ‖A‖ + ‖B‖

問題 3 （ナチュラルノルムの具体表現 1）

(1) 1ノルム：‖A‖1 = max
k

∑

i

|aik| の証明

‖Ax‖1 =

n∑

i=1

∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣ <=

n∑

i=1

n∑

j=1

|aij ||xj | =

n∑

j=1

(
|xj |

n∑

i=1

|aij |
)

<=

( n∑

j=1

|xj |
)(

max
k

n∑

i=1

|aik|
)

= ‖x‖1 max
k

n∑

i=1

|aik|

上式の等号は，xとして単位ベクトル ek をとれば成立する。ただし kに

は
n∑

i=1

|aik|が最大となる k の値を用いる。これより
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‖A‖1 = sup
x6=0

‖Ax‖1

‖x‖1
= max

k

∑

i

|aik|

(2) ∞ノルム：‖A‖∞ = max
i

∑

k

|aik| の証明

‖Ax‖∞ = max
i

∣∣∣
n∑

k=1

aikxk

∣∣∣ <= max
i

( n∑

k=1

|aik||xk|
)

<= ‖x‖∞ max
i

n∑

k=1

|aik|

上式の等号は，xとして xk = |aik|/aik なる成分をもつベクトルをとれば

成立する。ただし iには
n∑

k=1

|aik|が最大となる iの値を用いる。これより

‖A‖∞ = max
i

∑

k

|aik|

問題 4 （ナチュラルノルムの具体表現 2）

2 ノルム：‖A‖2 =
√

ρ(A∗A) の証明（特に A がエルミート行列のときは

‖A‖2 = ρ(A)）

B = A∗A はエルミート行列 (B∗ = B) であるから，適当なユニタリ行列

T (T ∗T = I)を用いた相似変換により，以下のように対角化できる。

T ∗BT = D

相似変換に関して固有値は不変であるから，D は B の固有値を対角成分にも

つ対角行列である。B の固有値を µi とすると，D は以下のように書ける。

D =




µ1 0µ2

0
. . .

µn




ここでBの固有値 µiに属する固有べクトルをxiとすると，x∗
i Bxi = µix

∗
i xi

となるので

µi =
x∗

i Bxi

x∗
i xi

=
x∗

i A∗Axi

x∗
i xi

=
‖Axi‖2

‖xi‖2

より µi >= 0である。さて，任意のベクトル x 6= 0に対して

‖Ax‖2

‖x‖2
=

√
x∗A∗Ax√

x∗x
=

√
x∗Bx√
x∗x
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となるが，y = T ∗xとおけば y も任意のベクトルとなり，x = Ty を用いて

‖Ax‖2

‖x‖2
=

√
y∗T ∗BTy√
y∗T ∗Ty

=

√
y∗Dy√
y∗y

<=

√∑
i µi|yi|2√∑

i |yi|2
=

√
max

i
µi

を得る。もし µk が最大固有値ならば，yとして成分 yi が δik であるような単

位ベクトル ek をとれば，等号は成立する。したがって

‖A‖2 = sup
x 6=0

‖Ax‖2

‖x‖2
=

√
max

i
µi =

√
ρ(A∗A)

もし Aがエルミート行列であれば，Aの固有値 λi に対する固有ベクトルを xi

とすると

A∗Axi = AAxi = A(λixi) = λ2
i xi

より A∗Aの固有値は λ2
i となるので，次式が導かれる。

‖A‖2 = max
i

|λi| = ρ(A)


