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7 付録 

この章では、これまでの章の中で、示された式や式の導出に関してより詳細な説明を加えてい

る。Equation Chapter 7 Section 1 

7.1 実質微分 

 実質微分（substantial derivative）あるいは物質微分（material derivative）と呼ばれる演算子は

次式で与えられる。 

x y z

D
v v v

Dt t x y z
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

       (7.1-1) 

( )
D
Dt t

∂
= + ∇
∂

v i         (7.1-2) 

ここで、実質微分は、速度( , , )x y zv v v を持つ流体の流れに乗って移動する座標系から見た物理量

の変化を表す。例えば、以下に示す質量保存の式は、流体中に固定した座標系に基づいて表した

保存式である。 

 0
( )( ) ( )yx z
vv v

t x y z

ρρ ρ ρ∂∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
      (7.1-3) 

0( )
t
ρ ρ∂
+ ∇ =

∂
v i         (7.1-4) 

上式を実質微分演算子を用いて書き直すと、 

 0yx z
vD v v

Dt x y z
ρ ρ

∂⎛ ∂ ∂ ⎞
+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

       (7.1-5) 

0( )
D
Dt
ρ ρ+ ∇ =vi         (7.1-6) 

数学的には、 44H(7.1-3)および 45H(7.1-5)式は等価であり、それぞれに用いた座標系を、オイラー座標

（Euler coordinate）およびラグランジェ座標（Lagrangian coordinate）と呼ぶ。 
 実質微分の意味をもう少し詳しく考えてみる。図 7.1-1 に示すように時刻tに位置( , , )x y z にあ

り速度( )x x y y z zv v v= + +v i i i を持つ流体粒子が、 tΔ 時間後に( , , )x x y y z z+ Δ + Δ + Δ に移動したと

する。その位置でのx方向の速度成分は、テイラー展開を用いることにより、 
( , , , )xv t t x x y y z z+ Δ + Δ + Δ + Δ        

 1
1

( , , , )
!x xv t x y z t x y z v

t x y z
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

= + Δ + Δ + Δ + Δ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2
1
2 ! xt x y z v

t x y z
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

+ Δ + Δ + Δ + Δ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
    (7.1-7) 

となる。 

図 7.1-1 流体粒子の運動 

( , , , )t x y z ( , , , )t t x x y y z z+ Δ + Δ + Δ + Δ  

x x y y z zv v v= + +v i i i ( ) ( ) ( )x x x y y y z z zv v v v v v+ Δ = + Δ + + Δ + + Δv v i i i
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さらに、 xx v tΔ = Δ 、 yy v tΔ = Δ 、 zz v tΔ = Δ であるので、これらを上式に代入すると、 

xvΔ
1
1! x y z xt v t v t v t v

t x y z
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

= Δ + Δ + Δ + Δ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2
1
2 ! x y z xt v t v t v t v

t x y z
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

+ Δ + Δ + Δ + Δ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
   (7.1-8) 

したがって、 

xv
t

Δ
Δ

1
1! x y z xv v v v

t x y z
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2

2 ! x y z x

t
v v v v

t x y z
Δ ⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

+ + + + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
    (7.1-9) 

ここで、 0tΔ → の極限をとると、次式を得る。 

0
lim x

t

v
tΔ →

Δ
Δ

x
x y z x

Dv
v v v v

t x y z Dt
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

= + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
     (7.1-10) 

したがって、上式は速度( )x x y y z zv v v= + +v i i i で移動する座標からみた流体粒子のx方向の速度

成分の変化（すなわち加速度）を表している。このことから、以下の演算は加速度ベクトルを表

すことになる。 

( )x y z x x y y z z

D
v v v v v v

Dt t x y z
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

= + + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

v i i i     (7.1-11) 

同様に、ある物理量A（例えば、密度や運動量）の速度( )x x y y z zv v v= + +v i i i で移動する座標か

らみた変化は、 

x y z

DA
v v v A

Dt t x y z
⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
      (7.1-12) 

で与えられることになる。 
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7.2 流体の内部応力と変形速度の関係 

流体中の任意の点Ｐとそれに近傍したＰ’を考える。ここで、それぞれの点の座標、及びその

位置での速度をEquation Section (Next) 
 Ｐ ( , , )x y z   ( , , )x y zv v v  

 Ｐ’ ( , , )x x y y z zδ δ δ+ + +  ( , , )x x y y z zv v v v v vδ δ δ+ + +  

であるとする。Ｐ’における速度をＰのまわりに、テイラー展開して、１次の項までを考えると、 

 

x x xx

y y y
y

z z z

z

v v vv x
x y z
v v v

v y
x y z
v v v

v zx y z

δ δ

δ δ

δ δ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

       (7.2-1) 

のように表される。上式の 3×3 の行列は、対称部分と反対称部分に分けられる。すなわち、 

 

0
1 1 0
2 2

0

x x x

z yxx xy xz
y y y

yx yy yz z x

zx zy zz y x
z z z

v v v
x y z

e e e
v v v

e e e
x y z

e e e
v v v
x y z

ω ω

ω ω

ω ω

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞−⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

   (7.2-2) 

 2 x
xx

v
e

x
∂

=
∂

         (7.2-3) 

2 y
yy

v
e

y

∂
=

∂
         (7.2-4) 

2 z
zz

v
e

z
∂

=
∂

         (7.2-5) 

 y x
xy yx

v v
e e

x y

∂ ∂
= = +

∂ ∂
        (7.2-6) 

yz
yz zy

vv
e e

y z

∂∂
= = +

∂ ∂
        (7.2-7)  

x z
zx xz

v v
e e

z x
∂ ∂

= = +
∂ ∂

        (7.2-8) 

 yz
x

vv
y z

ω
∂∂

= −
∂ ∂

         (7.2-9) 

x z
y

v v
z x

ω ∂ ∂
= −

∂ ∂
         (7.2-10) 

y x
z

v v
x y

ω
∂ ∂

= −
∂ ∂

         (7.2-11) 

 まず、対称部分の対角項 xxe 、 yye 、 zze を考える。これらの項を 1/2 倍し、それぞれに xδ 、 yδ 、

yδ を乗ずると次式を得る。 

 xv x
x
δ∂

∂
          (7.2-12) 
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yv y
y
δ

∂
∂

          (7.2-13) 

zv z
z
δ∂

∂
          (7.2-14) 

上式のうちx方向の項を考えると、この項に微小な時間 tδ を乗じたものは、 

 xv x t
x
δ δ∂

∂
         (7.2-15) 

であり、これは図 7.2-1 に示すように、 tδ 時間当たりのx方向の流体要素の伸びを表しているこ

とがわかる。y、z方向も同様で、対角項 xxe 、 yye 、 zze は、流体の伸びを表していることになる。 

 次に反対称部分の非対角項 xye 、 yxe 、 yze 、 zye 、 zxe 、 xze を考える。簡単のため xye 、 yxe の対を取

り上げる。 xye = yxe のx、y方向に関する微小変化は、 

 （x方向） y x
v v

x
x y

δ
∂⎛ ∂ ⎞

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
       (7.2-16) 

 （y方向） y x
v v

y
x y

δ
∂⎛ ∂ ⎞

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
       (7.2-17) 

となるが、変化の方向に関係のある項だけを考えればよい。すなわち、46H(7.2-16)式の２項目 /xv y∂ ∂
は、y方向の偏微分であり、 xδ の微小変化とは無関係にあり、47H(7.2-17)式の１項目 /yv x∂ ∂ は、x

方向の偏微分であり、 yδ の微小変化とは無関係にある。したがって、x、y方向には、それぞ

れの方向に直角方向の速度差が生じることになる。これを図示すると図 7.2-2 のようになる。す

なわち、 tδ の間に流体要素は平行四辺形に変形することになる。このとき、角度の変化は、そ

れぞれ、 

 1
xvt y t
y

γ δ δ δ∂
=

∂
         (7.2-18) 

 2
yvt x t
x

γ δ δ δ
∂

=
∂

        (7.2-19) 

せん断変形速度を 

xδ

xv x t
x
δ δ∂

∂

yδ

図 7.2-1 対角項による流体の変形 
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 1 2
yx

z

vv
y x

γ γ γ
∂∂

= + = +
∂ ∂

       (7.2-20) 

で定義する。 yze と zye 、 zxe と xze のそれぞれの対に関しても、同様に考えると、x軸に垂直な面、

y軸に垂直な面についてもせん断変形速度が、次のように定義される。 

 y z
x

v v
z y

γ
∂ ∂

= +
∂ ∂

         (7.2-21) 

 x z
y

v v
z x

γ ∂ ∂
= +

∂ ∂
         (7.2-22) 

さらに、反対象部分の要素 xω 、 yω 、 zω が意味するところを考える。簡単ために、 zω− と zω の対

を取り上げる。 zω− と zω のx、y方向に関する微小変化は、 

 （x方向）  y x
v v

x
x y

δ
∂⎛ ∂ ⎞

−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
      (7.2-23) 

図 7.2-3 非対角項に zω− 、 zω よる流体の回転 

yv x t
x
δ δ

∂
∂

xv y t
y
δ δ∂

∂
 

yδ

xδ

tδγ1

tδγ 2

ty
y
vx δδ
∂
∂

tx
x

vy δδ
∂
∂

 

図 7.2-2 非対角項 xye 、 yxe による流体の変形 



 
9

 （y方向）  y x
v v

y
x y

δ
∂⎛ ∂ ⎞

−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
      (7.2-24) 

となるが、変化の方向に関係のある項だけを考えればよい。すなわち、48H(7.2-23)式の２項目 /xv y∂ ∂
は、y方向の偏微分であり、 xδ の微小変化とは無関係にあり、49H(7.2-24)式の１項目 /yv x∂ ∂ は、x

方向の偏微分であり、 yδ の微小変化とは無関係にある。したがって、この場合にもx、yそれ

ぞれの方向に直角方向の速度差が生じることになる。これを図示すると図 7.2-3 のようになる。

すなわち、z軸に関する流体素子の回転運動を表すことになる。同様に、 xω 、 yω はそれぞれx軸、

y軸に関する回転を表しており、これらを渦度と呼ぶ。 

 次に、流体内部に働く応力を考える。各辺の長さが xδ 、 yδ 、 zδ である微小な直方体を考え

る。この微小な直方体にかかる応力はに示されるように分解される（図 7.2-4）。応力は、 xxσ 、

yyσ 、 zzσ 、 xyτ 、 xzτ 、 yxτ 、 yzτ 、 zxτ 、 zyτ の９種である。接線方向に働く表面応力τ の最初の添字

は、表面応力が働く面に垂直な軸を示しており、次の添字は、その表面応力が働く方向を示す。

また、τ の取り方の規則は、面の内向きの法線が正方向であるときには、正の向きが正、面の内

向きの法線が負方向であるときには負の向きが正であるようにとる。σ は法線方向に働く表面応

力であり、添字は、表面応力が働く面に垂直な軸とその表面応力が働く方向を示す。図に示す流

体 要 素 が 十 分 に 小 さ い 場 合 、 ( / )xy xy xyx xτ τ δ τ+ ∂ ∂ ≈ 、 ( / )yx yx yxy yτ τ δ τ+ ∂ ∂ ≈ 、

( / )yz yz yzx xτ τ δ τ+ ∂ ∂ ≈ 、 ( / )zy zy zyx xτ τ δ τ+ ∂ ∂ ≈ 、 ( / )zx zx zxy yτ τ δ τ+ ∂ ∂ ≈ 、 ( / )xz xz xzy yτ τ δ τ+ ∂ ∂ ≈ 、

( / )xx xx xxx xσ σ δ σ+ ∂ ∂ ≈ 、 ( / )yy yy yyy yσ σ δ σ+ ∂ ∂ ≈ 、 ( / )zz zz zzz zσ σ δ σ+ ∂ ∂ ≈ である。 

 これらの応力と流体要素の変形速度の関係を考える。まず、接線応力による変形を考える。簡

単のために、z軸に垂直な面を考え、図 7.2-5 に示すように力のバランスを考えると、 xy yxτ τ= が

成り立つことになる。というのは、 xy yxτ τ= が成り立たなければ、流体要素が回転を始めること

になり、全体を連続体として扱うことができなくなる。また、50H図 7.2-5 に示すような接線応力が

働いた場合、流体要素は点線で示すように変形する。 

zyτ

yy
yy yyy

y

σ
σ δ σ

∂
+ ≈

∂
yx

yx yxy
y

τ
τ δ τ

∂
+ ≈

∂

xx
xx xxx

x
σσ δ σ∂

+ ≈
∂

xz
xz xzx

x
ττ δ τ∂

+ ≈
∂

xy
xy xyx

x

τ
τ δ τ

∂
+ ≈

∂

zz
zz zzz

z
σσ δ σ∂

+ ≈
∂

zy
zy zyz

z

τ
τ δ τ

∂
+ ≈

∂

zx
zx zxz

z
ττ δ τ∂

+ ≈
∂

y

x
z

yxτ

yz
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図 7.2-4 十分に小さい流体要素にかかる応力 
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 xy yxτ τ= になることについてもう少し考察する。図 7.2-6 に示すようにz軸まわりの回転で、

直六面体のz軸まわりの慣性モーメントを zI 、回転の角速度を zω とすれば、 

 2 2
2 2

( ) ( )z
z xy yx

d x y
I y z z x
dt
ω δ δτ δ δ τ δ δ= −       (7.2-25) 

ここで、 

 { }2 2

12
( ) ( )z

x y z
I x y

δ δ δρ δ δ= +        (7.2-26) 

であるので、これを代入すると、 

 2 2

12
( ) ( )

xy yxzd
dt x y

τ τω
ρ δ δ

−
=

+
        (7.2-27) 

となる。ここで、 0xy yxτ τ− ≠ であるとすると、 0,x yδ δ → の極限では、 /zd dtω → ∞となる。こ

のことは、流体素子が無限の角加速度をもつことになり、全体を連続体として扱えなくなる。 

 さて、図 7.2-2 に示すような接線応力が働いた場合、流体要素は点線で示すように変形する。

ところで、図 7.2-2 では暗に /xv y∂ ∂ と /yv x∂ ∂ が正であることを仮定していた。それでは、

/xv y∂ ∂ と /yv x∂ ∂ が負である場合には、どうなるのかを図 7.2-7 に示す。この変形は、接線応力

が働いた場合の変形（ 51H図 7.2-5）に一致する。変形速度と接線応力が比例関係にあるとすれば、

yδ

xδ

yxτ

yxτ

xyτxyτ

y

x

 

図 7.2-5 接線応力による変形

yδ

xδ

tδγ1

tδγ 2
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y
vx δδ
∂
∂

tx
x

vy δδ
∂
∂

図 7.2-7 接線応力による変形 
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z
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図 7.2-6 流体素子にかかる接線応力と回転 
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後々の取り扱いが簡単になる。この関係が成り立つ流体をニュートン流体と呼ぶ。実際に、特殊

な流体を除いて、ほとんどの流体には、この仮定が成り立つことが実験的に確認されている。正

の向きの接線応力（ xy yxτ τ= ）が働くことにより、流体要素が負のせん断変形速度でひしゃげる

ような変形をするので、比例定数を μ− （μは粘性係数）とすることにより、 

 yx
xy yx z

vv
y x

τ τ μγ μ
∂⎛ ∂ ⎞

= = − = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
      (7.2-28) 

として接線応力の成分を流体要素の速度成分の関数として表すことができるようになった。x、

y軸に垂直な面についても同様な議論を行えば、 

 yz
yz zy x

vv
y z

τ τ μγ μ
∂⎛ ∂ ⎞

= = − = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
      (7.2-29) 

x z
zx xz y

v v
z x

τ τ μγ μ ∂ ∂⎛ ⎞= = − = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
      (7.2-30) 

となる。 
 次に、法線応力 xxσ 、 yyσ 、 zzσ による変形を考える。先ほどと同様に、これらの法線応力によ

り、zに垂直な面（簡単のために正方形 ABCD をとる）を考え、十分に小さい流体要素が、微

小な時間 tδ の間に、図 7.2-8 の点線で示す形に変形したとする。ここで、座標を右にπ/4 回転さ

せて正方形 EFGH について見てみると、これは前に説明したせん断変形を行ったのと等価であ

ることがわかる。ここで、右上の三角形の領域を取り上げて、そこでの力の釣り合いを考えると、 

 2 1 1
2 2 2 2 2xx yy

dl dl
dlτ σ σ− ⋅ = −       (7.2-31) 

より、 

 1
2
( )xx yyτ σ σ− = −         (7.2-32) 

となる。四角形 EFGH の変形は、反作用で働くせん断応力τ で起こり、そのときの変形は、変形

xxσ

yyσ

σ
τ−

tl
x
vx δδ

2∂
∂
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l
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vy δδ
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∂
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yyσ

yyσA B
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図 7.2-8 法線応力による流体の変形と力のバランス 
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速度γ を用いると 

 2 2 2 22

2

yx
vv l l

t t
x yt l

δ δδ δ
α β γδ δ

∂∂− +
∂ ∂− = ≈ ×      (7.2-33) 

より 

 y x
v v
y x

γ
∂ ∂

= −
∂ ∂

         (7.2-34) 

したがって、ニュートン流体であれば、52H(7.2-28)式より、 

 1
2
( ) y x
xx yy

v v
y x

τ σ σ μγ μ
∂⎛ ∂ ⎞

= − − = − = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
     (7.2-35) 

 2 yx
xx yy

vv
x y

σ σ μ
∂⎛ ∂ ⎞

− = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
       (7.2-36) 

x、y軸に垂直な面についても同様な議論を行えば、 

 2 y z
yy zz

v v
y z

σ σ μ
∂⎛ ∂ ⎞

− = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
       (7.2-37) 

 2 z x
zz xx

v v
z x

σ σ μ ∂ ∂⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
       (7.2-38) 

ここで、法線応力の平均値をとり、流体力学的な圧力P を定義する。 

 1
3
( )xx yy zzP Pσ σ σ= + + ≈        (7.2-39) 

P は静止している物体に働く静圧とは異なるが、流体素子の体積膨張速度が大きくなければ、

静圧での圧力とほぼ一致する。 53H(7.2-39)式に、54H(7.2-36)および 55H(7.2-38)式を代入し、 yσ と zσ を消去

すると次式を得る。 

 22
3

yx x z
xx

vv v v
P

x x y z
σ μ μ

∂∂ ⎛ ∂ ∂ ⎞⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
     (7.2-40) 

同様な手続きを行えば、 

 22
3

y yx z
yy

v vv v
P

y x y z
σ μ μ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ∂ ∂ ⎞
= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     (7.2-41) 

 22
3

yz x z
xx

vv v v
P

z x y z
σ μ μ

∂∂ ⎛ ∂ ∂ ⎞⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
     (7.2-42) 

が得られる。56H(7.2-28)、57H(7.2-29)、58H(7.2-30)、59H(7.2-40)、60H(7.2-41)、61H(7.2-42)式により、せん断応力と法

線応力を流体要素の速度成分の関数として表すことができるようになった。また、 62H(7.2-40)、

63H(7.2-41)、64H(7.2-42)式を以下にように表現する。 
 xx xxPσ τ= +          (7.2-43) 
 yy yyPσ τ= +          (7.2-44) 

 zz zzPσ τ= +          (7.2-45) 

 22
3

yx x z
xx

vv v v
x x y z

τ μ μ
∂∂ ⎛ ∂ ∂ ⎞⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     (7.2-46) 

 22
3

y yx z
yy

v vv v
y x y z

τ μ μ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ∂ ∂ ⎞

= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
     (7.2-47) 
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 22
3

yz x z
zz

vv v v
z x y z

τ μ μ
∂∂ ⎛ ∂ ∂ ⎞⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      (7.2-48) 

xxτ 、 yyτ 、 zzτ は、圧力を別に考慮したときの法線応力である。 

 上では、幾何学的な考察からせん断応力と流体の速度勾配の関係を導いたが、ここでは座標変

換から同様な関係を導く。まず、応力と変形速度の間に次式の関係が成立すると仮定する。すな

わち、応力が変形速度の線形結合（ ijC は定数）で表せるとする。前に述べたように、流体が連

続体として取り扱えるには、 xy yxτ τ= 、 yz zyτ τ= 、 zx xzτ τ= である必要があるので、6 個の接線応

力のうち３個だけを考えればよく、変形速度についても、 xy yxe e= 、 yz zye e= 、 zx xze e= であるか

ら、6 個のせん断変形のうち３個だけを考えればよいので、 

 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

xx xx

yyyy

zzzz

xyxy

yzyz

zxzx

C C C C C CP e
C C C C C C eP
C C C C C C eP

eC C C C C C
eC C C C C C
e

C C C C C C

σ

σ

σ
τ
τ
τ

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢− ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎦

    (7.2-49) 

ここで、図 7.2-4 に示した座標軸をz軸のまわりに 180 度回転させ、その座標系をx、y、zで表

すとする。回転によって、新しい座標系ではもともとのx方向とy方向が逆向きになる。新しい

座標系での応力の方向を調べると、 xzτ 、 zxτ 、 yzτ 、 zyτ が逆の向きになり、他の応力の成分には

変化がないことがわかる。したがって、新しい座標系ともともとの座標系における上記応力成分

の関係は以下のようになる。 
 zx zxτ τ= −          (7.2-50) 
 yz yzτ τ= −          (7.2-51) 

 xy xyτ τ=          (7.2-52) 

 x x xxσ σ=          (7.2-53) 
 yy yyσ σ=          (7.2-54) 

 z z zzσ σ=          (7.2-55) 

ただし、圧力P は方向性のない量であるから、座標変換しても変化しない。また、変形速度に

関しては、x x= − 、y y= − 、z z= 、 x xv v= − 、 y yv v= − 、 z zv v= の関係より、 

 ( )
( )

x z x z x z
zx zx

v v v v v v
e e

z x z x z x
∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂

= + = + = − − = −
∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂

    (7.2-56) 

 
( )

( )
y y yz z z

yz yz

v v vv v v
e e

z y z y z y

∂ ∂ − ∂∂ ∂ ∂
= + = + = − − = −

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂
    (7.2-57) 

他の変形速度の成分は以下のように変化がない、 

 
( )( )

( ) ( )
y y yx x x

xy xy

v v vv v v
e e

y x y x y x

∂ ∂ − ∂∂ ∂ − ∂
= + = + = + =

∂ ∂ ∂ − ∂ − ∂ ∂
    (7.2-58) 

 2 2 ( )
( )

x x
x x xx

v v
e e

x x
∂ ∂ −

= = =
∂ ∂ −

       (7.2-59) 

 2 2
( )

( )
y y

yy yy

v v
e e

y y

∂ ∂ −
= = =

∂ ∂ −
       (7.2-60) 
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 2 2z z
z z zz

v v
e e

z z
∂ ∂

= = =
∂ ∂

        (7.2-61) 

流体の物性に特別の方向性がない限り、新しい座標系においても、65H(7.2-49)式は成立するので、 

 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

xx x x

yyyy

z zz z

xyxy

yzyz

zxzx

C C C C C CP e
C C C C C C eP
C C C C C C eP

eC C C C C C
eC C C C C C
e

C C C C C C

σ

σ

σ
τ
τ
τ

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢− ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎦

    (7.2-62) 

したがって、66H(7.2-49)式( 67H(7.2-62)式でもよい）に68H(7.2-50)～69H(7.2-61)式を代入すると、 

 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

xx xx

yyyy

zzz z

xyxy

yzyz

zxzx

C C C C C CP e
C C C C C C eP
C C C C C C eP

eC C C C C C
eC C C C C C
e

C C C C C C

σ

σ

σ
τ
τ
τ

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ −− ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ −⎢ ⎥− ⎣⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎤
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎦

    (7.2-63) 

上式と 70H(7.2-49)式が恒等的に成り立つためには、上式の破線で囲んだ部分がゼロになる必要があ

る。同様に、x軸、y軸に関して、180 度の回転の操作をすると、結果的に 
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0 0 0 0 0
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yzyz

zxzx
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C C C eP
C C C eP

eC
eC
e

C

σ

σ

σ
τ
τ
τ

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

    (7.2-64) 

が得られる。z軸の正の方向に関して時計回りに 90 度回転させた場合には、 
 z x yzτ τ= −          (7.2-65) 

 yz xz zxτ τ τ= =          (7.2-66) 

 xy yx xyτ τ τ= − = −         (7.2-67) 

 x x yyσ σ=          (7.2-68) 

 yy xxσ σ=          (7.2-69) 

 z z z zσ σ=          (7.2-70) 
また、x y= 、y x= − 、z z= 、 x yv v= 、 y xv v= − 、 z zv v= より、 

 yx z z
zx yz

vv v v
e e

z x z y

∂∂ ∂ ∂
= + = + =

∂ ∂ ∂ ∂
      (7.2-71) 

 ( )
( )

y z x z x z
yz zx

v v v v v v
e e

z y z x z x

∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂
= + = + = − − = −

∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂
    (7.2-72) 

 ( )
( )

y y yx x x
xy xy

v v vv v v
e e

x y y x y x

∂ ∂ ∂∂ ∂ − ∂
= + = + = − − = −
∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂

    (7.2-73) 
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 2 2 yx
x x yy

vv
e e

x y

∂∂
= = =

∂ ∂
        (7.2-74) 

 2 2 2( )
( )

y x x
yy xx

v v v
e e

y x x

∂ ∂ − ∂
= = = =

∂ ∂ − ∂
      (7.2-75) 

 z z zze e=          (7.2-76) 

上記の関係を71H(7.2-64)式に代入すると、 
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    (7.2-77) 

上式を書き直すと、 

 

22 21 23

12 11 13

32 31 33

44

66

55

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

xx xx

yyyy

zzz z

xyxy

yzyz

zxzx

C C CP e
C C C eP
C C C eP

eC
eC
e

C

σ

σ

σ
τ
τ
τ

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

    (7.2-78) 

上式と 72H(7.2-64)式を比較すると、 11 22C C= 、 12 21C C= 、 31 32C C= 、 13 23C C= 、 55 66C C= が得られ

る。さらに、x軸やy軸に関して 90 度回転させた場合を考えると、 
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⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

    (7.2-79) 

となる。z軸に関して座標軸をθラジアン回転した場合、変形速度は、 
 2 22(cos ) ( cos sin ) (sin )xx xx xy yye e e eθ θ θ θ= + +      (7.2-80) 

 2 22(sin ) ( cos sin ) (cos )yy xx xy yye e e eθ θ θ θ= − +      (7.2-81) 

 z z zze e=          (7.2-82) 
 2 2(cos sin ) (cos sin ) cos sin )zx xx xy yye e e eθ θ θ θ θ θ= − + − +     (7.2-83) 

 (sin ) (cos )yz zx yze e eθ θ= − +        (7.2-84) 

 (cos ) (sin )zx zx yze e eθ θ= +        (7.2-85) 

のように座標変換される。表面応力も同様に変換を受け、 
 2 22(cos ) ( cos sin ) (sin )xx xx xy yyσ θ σ θ θ τ θ σ= + +      (7.2-86) 

 2 22(sin ) ( cos sin ) (cos )yy xx xy yyσ θ σ θ θ τ θ σ= − +      (7.2-87) 
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 z z z zσ σ=          (7.2-88) 
 2 2(cos sin ) (cos sin ) cos sin )z x x x xy yyτ θ θ σ θ θ τ θ θ σ= − + − +    (7.2-89) 

 (sin ) (cos )yz zx yzτ θ τ θ τ= − +        (7.2-90) 

 (cos ) (sin )z x zx yzτ θ τ θ τ= +        (7.2-91) 

73H(7.2-79)式より、 
 11 12 12xx x x yy z zP C e C e C eσ − = + +        (7.2-92) 

であるが、74H(7.2-92)式に75H(7.2-86)、76H(7.2-80)、 77H(7.2-81)、78H(7.2-82)式を代入すると、 
 2 22(cos ) ( cos sin ) (sin )xx xy yy Pθ σ θ θ τ θ σ+ + −  

 2 2
11 2[(cos ) ( cos sin ) (sin ) ]xx xy yyC e e eθ θ θ θ= + +  

2 2
12 2[(sin ) ( cos sin ) (cos ) ]xx xy yyC e e eθ θ θ θ+ − + 12 zzC e+     (7.2-93) 

79H(7.2-79)式より、 
 11 12 12xx xx yy zzP C e C e C eσ − = + +        (7.2-94) 

 12 11 12yy xx yy zzP C e C e C eσ − = + +        (7.2-95) 

 44xy xyC eτ =          (7.2-96) 

80H(7.2-93)式に81H(7.2-94)～82H(7.2-96)式を代入すると、 
 ( )2

11 12 12(cos ) xx yy zzP C e C e C eθ + + + 442( cos sin ) xyC eθ θ+  

 ( )2
12 11 12(sin ) xx yy zzP C e C e C e Pθ+ + + + −  

 2 2
11 2(cos ) ( cos sin ) (sin )xx xy yyC e e eθ θ θ θ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦  

  2 2
12 2(sin ) ( cos sin ) (cos )xx xy yyC e eθ θ θ γ θ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ 12 zC e+     (7.2-97) 

上式をまとめると、 
 44 11 122 0(cos sin ) ( )xye C C Cθ θ − + =       (7.2-98) 

上式が恒等的に成立するためには、 
 11 44 12C C C= +          (7.2-99) 

である必要がある。ここで、 
 44C μ= −          (7.2-100) 

 12 2/C λ= −          (7.2-101) 

とすれば、 
 11 2/C μ λ= − −          (7.2-102) 

上式中のμは粘性係数であり、λは第二粘性係数とよばれる。 83H(7.2-100)～ 84H(7.2-102)を用いると、

85H(7.2-79)式は次式のように表現される。 

 

2 2 2 0 0 0

2 2 2 0 0 0

2 2 2 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

/ / /

/ / /

/ / /

xx xx

yyyy

zzzz

xyxy

yzyz

zxzx

P e

eP
eP
e

e

e

μ λ λ λσ
λ μ λ λσ
λ λ μ λσ

μτ
τ μ
τ μ

− − − −⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ − − − − ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦−⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (7.2-103) 

上式より、 
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2 2 2xx xx yy zzP e e e
λ λ λσ μ⎛ ⎞− = − + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (7.2-104) 

 
2 2 2yy xx yy zzP e e e
λ λ λσ μ⎛ ⎞− = − + − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (7.2-105) 

 
2 2 2zz xx yy zzP e e e
λ λ λσ μ⎛ ⎞− = − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (7.2-106) 

86H(7.2-104)～87H(7.2-106)式を片々足し合わせ、3 で割ると、 

 1 1
3 3 2

( ) ( )xx yy zz
xx yy zz xx yy zzP e e e e e e

σ σ σ
μ λ

+ +
− = − + + − + +    (7.2-107) 

3( )/xx yy zzP σ σ σ= + + は流体力学的圧力であるが、通常の流体では、 

 P P≈           (7.2-108) 
であるから、 

 2
3

λ μ≈ −          (7.2-109) 

になる。また、体積粘性係数κ を用いて、 

 2
3

λ κ μ= −          (7.2-110) 

と表現することがある。ただし、通常の流体ではκ は考慮しない。 
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7.3 体積平均速度を用いた流束の表現 

 体積平均速度 •v x x y y z zv v v• • •⎡ ⎤= + +⎣ ⎦i i i を次式で定義する。Equation Section (Next) 

 •v i
1

n

jj j
j

c V
=

= ∑ v                 (7.3-1) 

 xv
• i

1
,

n

jj j x
j

c V v
=

= ∑          (7.3-2) 

 yv
• = i

1
,

n

jj j y
j

c V v
=
∑          (7.3-3) 

 zv
• = i

1
,

n

jj j z
j

c V v
=
∑          (7.3-4) 

i jV は j成分の部分モル体積[m3/mol]、 xv
•、 yv

•、 zv
•は、体積平均速度 •v のx、y、z方向の成分で

ある。ここで、 

 i
( ) ( ) ( )

( )
j j j

ii i i i i
i i i iN j i N j i m j i

V V V
cV c c M

N M N m
ρ

≠ ≠ ≠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (7.3-5) 

iN と im はi成分のモル数と質量である。密度一定の場合には、 

 
( )j

i m j i

V
m

≠

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

1
ρ

=         (7.3-6) 

となるので、 
 i i

ii icV
ρ ω
ρ

= =          (7.3-7) 

したがって、密度一定の場合、 

 •v i
1

n

jj j
j

c V
=

= ∑ v
1

n

j j
j

ω
=

= ∑ v  = v               (7.3-8) 

となり、体積平均速度は質量平均速度と一致する。また、理想気体の場合には、 

 1 2

( ) ( )

( )

j j

ii i i
i iN j i N j i

V RT N N
cV c c

N N P
≠ ≠

⎛ ⎞ ⎡ ⎤∂ ∂ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
  

     i
i i

RT c
c x
P c

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (7.3-9) 

上式を用いると、体積平均速度は以下のように、モル平均速度と一致する。 

 •v i
1

n

jj j
j

c V
=

= ∑ v
1

n

j j
j

x
=

= ∑ v  *= v              (7.3-10) 

 体積平均速度を用いた場合、 iと jからなる２成分系のモル濃度基準の i成分の流束 *
iN と j成

分の流束 *
jN は以下のように表される。 

 *
i ij i ic c •= − ∇ +Ν vW         (7.3-11) 

 *
j ij j jc c •= − ∇ +N vW         (7.3-12) 

上式を片々足し合わせると、 
 * * ( ) ( )i j ij i j i jc c c c •+ = − ∇ + + +N N vW       (7.3-13) 

 *
ijc c c •= − ∇ +v vW         (7.3-14) 

88H(7.3-11)式を以下のように書き換える。 
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 ( )* ( )i ij i i ij i i ij icx cx c x x c c• •= − ∇ + = − ∇ − ∇ +Ν v vW W W     (7.3-15) 

上式に89H(7.3-14)式を代入すると、 
 * *

i ij i ic x x= − ∇ −Ν vW         (7.3-16) 

になり、モル平均速度を用いた流束の表現に帰着することがわかる。 
 同様に、 iと jからなる２成分系の質量濃度基準のi成分の流束 iN と j成分の流束 jN は以下の

ように表される。 
 i ij i iρ ρ •= − ∇ +N vW         (7.3-17) 

 j ij j jρ ρ •= − ∇ +N vW         (7.3-18) 

上式を片々足し合わせると、 
 ( ) ( )i j ij i j i jρ ρ ρ ρ •+ = − ∇ + + +N N vW       (7.3-19) 

 ijρ ρ ρ •= − ∇ +v vW         (7.3-20) 

90H(7.3-17)式を以下のように書き換える。 
 ( )( )i ij i i ij i i ij iρω ρω ρ ω ω ρ ρ• •= − ∇ + = − ∇ − ∇ +Ν v vW W W    (7.3-21) 

上式に91H(7.3-20)式を代入すると、 
 i ij i iρ ω ω= − ∇ −Ν vW         (7.3-22) 

になり、質量平均速度を用いた流束の表現に帰着することがわかる。上記のことから、例えば

Cussler の成書では、体積平均速度を用いて物質の保存式を取り扱うことが推奨されている。 
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7.4 多成分系の拡散係数 

Curtiss と Hirschfelder による多成分系の拡散の表現方法を用いると、 ijD は多成分系拡散係数で

り、以下のように表される。Equation Section (Next) 
 0ijD =  ( )i j=          (7.4-1) 

 
1

1 ji iiN

ij k k
kj

K K
D x M

M K=

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑        (7.4-2) 

ここで、 K は以下のコンポーネントで構成される行列Kの行列式である。 

 0iiK =           (7.4-3) 

 
1

n
ji k

ij
kij i ik
k i

Mx x
K

M =
≠

= + ∑
D D

 ;i j≠        (7.4-4) 

 

11 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1 1

1 1 1

11 1 1 1 1 1 1

1 1 1

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

j j j N

i i j i j i j i N

i i j i j i j i N

i i j i j i j i N

N N j N j N j N N

K K K K K

K K K K K

K K K K KK

K K K K K

K K K K K

− +

− − − − − + −

− +

+ + − + + + +

− +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

    (7.4-5) 

また、 jiK は以下で示される小行列式である。すなわち、 jiK は行列Kの j行目と i列目のコン

ポーネントを全てとりさった行列である。 

 

11 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1

1 1 1

1

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

( )

i i N

j j i j i j Nji i j

j j i j i j N

N N i N i N N

K K K K

K K K K
K

K K K K

K K K K

− +

− − − − + −+

+ + − + + +

− +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
= −

⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

    (7.4-6) 

1 2 3, , からなる３成分系で実際に計算を行ってみると、以下のようになる。 

 
21 11

1 1 2 2 3 3
12

2

K KM x M x M x
D

M K

−+ +
=       (7.4-7) 

 11 22 33 0K K K= = =         (7.4-8) 

 31 2 2
12

12 1 12 13

xx M x
K

M

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠W W W
       (7.4-9) 

 3 31 2
13

13 1 12 13

M xx x
K

M

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠W W W
       (7.4-10) 
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 3 3 3 32 1 2 1
23

23 2 21 23 23 2 12 23

M x M xx x x x
K

M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠W W W W W W
    (7.4-11) 

 3 32 1 1 2 1 1
21

21 2 21 23 12 2 12 23

x xx M x x M x
K

M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠W W W W W W
    (7.4-12) 

 3 31 1 2 1 1 2
31

31 3 31 32 13 3 13 23

x xM x x M x x
K

M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠W W W W W W
    (7.4-13) 

 3 32 1 2 2 1 2
32

32 3 31 32 23 3 13 23

x xM x x M x x
K

M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠W W W W W W
    (7.4-14) 

 
11 1 2 1 3 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3 2 1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 3 2 1 3 2

3 1 3 2 3 3 3 1 3 2

0

0

0

, , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , ,

K K K K K

K K K K K K K K K K K K

K K K K K

= = = +   (7.4-15) 

 
1 2 1 3 1 2 1 321 1 2

1 3 3 2
3 2 3 3 3 2

1
0

, , , ,

, ,
, , ,

( )
K K K K

K K K
K K K

+= − = − =      (7.4-16) 

 
2 2 2 3 2 311 1 1

2 3 3 2
3 2 3 3 3 2

0
1

0
, , ,

, ,
, , ,

( )
K K K

K K K
K K K

+= − = = −      (7.4-17) 

 3 1 2 3 2 3 3 21 1 2 2 3 3
12

2 1 2 2 3 3 1 1 3 2 1 3 2

, , , ,

, , , , , ,

K K K KM x M x M x
D

M K K K K K K

++ +
=

+
 

   3 3 2 13 12
12

1 23 2 13 3 23

1 ( / )x M M
x x x

⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

W W
W

W W W
      (7.4-18) 

上記の多成分系の拡散係数は、 
 ij jiD D≠           (7.4-19) 

であり、非対称であることに注意する必要がある。 
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7.5 ２次元流れにおける主流方向に垂直な方向の速度成分 

 密度と粘性係数が一定のニュートン流体の２次元の定常流れにおいて、主流方向に垂直な方向

の速度成分はゼロになる。以下では、質量の保存式、運動量の保存式、境界条件からそうなるこ

とを示す。 
（１）管内流の場合Equation Chapter 7 Section 5 

3.3.1 項に示した管内流を考える場合、本来なら３次元の円柱座標（r zθ− − 座標系）で考え

る必要がある。このとき質量の保存式は次式で与えられる。 

 1 1 0( ) z
r

v v
rv

r r r z
θ

θ
∂∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

       (7.5-1) 

また、壁面の境界条件は、 
0r zw ww

v v vθ= = =         (7.5-2) 

上式のwは壁面での境界条件であることを示す。z方向に主流がある発達した流れでは、z方向

に速度は変化しないので、 

 0r zvv v
z z z

θ∂∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
        (7.5-3) 

また、θ方向には速度や圧力の分布はないので、 

 rv
θ

∂
∂

0zv v Pθ

θ θ θ
∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂

       (7.5-4) 

したがって、 rv 、vθ 、 zv がrのみの関数になることがわかる。また、92H(7.5-3)、93H(7.5-4)および94H(7.5-1)

式から、 

 0( )r
d
rv

dr
=          (7.5-5) 

であるが、上式を積分すると、 
 1rrv C=          (7.5-6) 

境界条件である95H(7.5-2)式を用いると 1 0C = となるので次式を得る。 

 0rrv =           (7.5-7) 

上式が任意のrについて成り立つには、 
 0rv =           (7.5-8) 

である。体積力を無視した定常状態におけるθ方向の運動量の保存式は、 

 r
r z

v v v v v v
v v
r r z r
θ θ θ θ θρ

θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 1 P
r θ
∂

= −
∂

2 2

2 2 2 2

1 1 2
( ) rv v v
rv

r r r r z r
θ θ

θμ
θ θ

⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
    (7.5-9) 

であるが、上式に96H(7.5-3)、97H(7.5-4)および98H(7.5-8)式を代入すると、次式が得られる。 

 1 0( )
d d

rv
dr r dr θ

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

        (7.5-10) 

上式を２回積分すれば、 

 22
32

C
rv r Cθ = +         (7.5-11) 

ここで、 0r = を考えると、 3 0C = となるので、 
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 2

2
v C
r
θ =          (7.5-12) 

さらに、境界条件である99H(7.5-2)式を用いると 2 3 0C C= = となり、結果的に次式を得る。 

 0rv vθ= =          (7.5-13) 

上式を 100H(7.5-1)式に代入すると、 0/zv z∂ ∂ = は自動的に満たされるので、このような系では、

0rv vθ= = になることを知っておけばよい。また、3.3.2 項に示した二重円管内の流れの例では、

２つの壁面の表面で、101H(7.5-2)式が満たされることを用いれば同じ結果を得る。 
（２）２次元直角座標系での流れの場合 

3.3.3 項に示した平行な平板間の流れを、３次元デカルト座標系（x y z− − 座標系）で考える

と、質量保存の式は次式で与えられる。 

 0yx z
vv v

x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
        (7.5-14) 

また、壁面の境界条件は、 
0y z ww

v v= =          (7.5-15) 

上式のwは壁面での境界条件であることを示す。x方向に主流がある発達した流れ、あるいはx

方向に変化しない流れでは、x方向に速度は変化しないので、 

 0yx z
vv v

x x x

∂∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
        (7.5-16) 

また、z方向には無限に流体が広がっているとすると、その方向にも速度や圧力に分布がないの

で、 

 0yx z
vv v P

z z z z

∂∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
       (7.5-17) 

したがって、 xv 、 yv 、 zv がyのみの関数になることがわかる。また、102H(7.5-16)、103H(7.5-17)および 104H(7.5-14)

式から、 

 0ydv

dy
=          (7.5-18) 

であるが、上式をyについて積分すると、 
 1yv C=           (7.5-19) 

境界条件である105H(7.5-15)式を用いると 1 0C = となるので次式を得る。 
 0yv =           (7.5-20) 

ここで、定常状態における体積力を無視したz方向の運動量の保存式は、 

z z z
x y z

v v v
v v v
x y z

ρ ⎛ ∂ ∂ ∂ ⎞
+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 2

2 2 2
z z zP v v v

z x y z
μ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
   (7.5-21) 

上式に106H(7.5-16)、107H(7.5-17)および108H(7.5-20)式を代入すると、次式が得られる。 

 
2

2 0zd v
dy

=          (7.5-22) 

上式を積分すれば、 

 2
32z

C
v y C= +          (7.5-23) 

1y y= と 2y y= の場所（ただし、 1 2y y≠ ）に壁面があるとすると、境界条件 109H(7.5-15)式より 
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 2
1 30

2
C
y C= +          (7.5-24) 

 2
2 30

2
C
y C= +          (7.5-25) 

これより、 2 3 0C C= =  となり、結果的に次式を得る。 
 0y zv v= =          (7.5-26) 

上式を 110H(7.5-14)式に代入すると、 0/xv x∂ ∂ = は自動的に満たされるので、このような系では、

0y zv v= = になることを知っておけばよい。また、3.3.4 項に傾いた平板上の流れの例では、１

つの壁面の表面で、111H(7.5-2)式が満たされることと液体の表面ではせん断応力が働かないので速度

勾配がゼロになることを用いれば同じ結果を得る。3.3.6 項についても、同じ結果が得られる。 
（３）旋回流の場合 
図 3.3-6 に示すような系を３次元の円柱座標（r zθ− − 座標系）で考える。このとき質量の保

存式は次式で与えられる。 

 1 1 0( ) z
r

v v
rv

r r r z
θ

θ
∂∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

       (7.5-27) 

また、壁面の境界条件は、 
0r zw w

v v= =          (7.5-28) 

上式のwは壁面での境界条件であることを示す。θ方向に速度や圧力の分布はないので、 

 rv
θ

∂
∂

0zv v Pθ

θ θ θ
∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂

       (7.5-29) 

また、z方向にも速度や圧力の分布はないので、 

 0r zvv v P
z z z z

θ∂∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
       (7.5-30) 

したがって、 rv 、vθ 、 zv 、P がrのみの関数になることがわかる。また、112H(7.5-29)、113H(7.5-30)およ

び114H(7.5-27)式から、 

 0( )r
d
rv

dr
=          (7.5-31) 

であるが、上式をrについて積分すると、 
 1rrv C=          (7.5-32) 

境界条件である115H(7.5-28)式を用いると 1 0C = となるので次式を得る。 

 0rrv =           (7.5-33) 

上式が任意のrについて成り立つには、 
 0rv =           (7.5-34) 

である。体積力を無視した定常状態におけるz方向の運動量の保存式は、 

 z z z z
r z

vv v v v
v v

t r r z
θρ

θ
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 P
z

∂
= −

∂

2 2

2 2 2

1 1z z zv v v
r

r r r r z
μ

θ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

     (7.5-35) 

であるが、上式に116H(7.5-34)、117H(7.5-29)および 118H(7.5-30)式を代入すると、次式が得られる。 

 0zd dv
r

dr dr
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

         (7.5-36) 
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上式を２回積分すれば、 

 2
32

ln( )
C

v r Cθ = +         (7.5-37) 

1r r= と 2r r= の場所（ただし、 1 2r r≠ ）に壁面があるとすると、境界条件119H(7.5-28)式より 

 2
1 30

2
ln( )

C
r C= +         (7.5-38) 

 2
2 30

2
ln( )

C
r C= +         (7.5-39) 

したがって、 2 3 0C C= = となるので、結果的に次式を得る。 

 0rv vθ= =   

上式を 120H(7.5-27)式に代入すると、 /vθ θ∂ ∂ は自動的に満たされるので、このような系では、

0rv vθ= = になることを知っておけばよい。 

 すなわち、上記の（１）～（３）は、力（ここでは圧力）が働かない方向には、層流では流れ

は生じないということを示している。なお、3.3 節では、ゼロであることが自明であると考えら

れる速度成分は最初から考慮せずに、２次元の保存式から話を進めている。 
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7.6 微分方程式の解法 

 nを正数とすると、Equation Section (Next) 
2

2 1 0( ) n
d f df

n
d d

η
η η

+ + =         (7.6-1) 

で表される微分方程式の解法は以下の通りである。上式で、 

 df
g
dη

=           (7.6-2) 

なる置き換えを行うと、121H(7.6-1)は、 

1 0( ) n
dg

n g
d

η
η
+ + =         (7.6-3) 

になる。上式は、変数分離でき、 

1( ) n
dg

n d
g

η η= − +         (7.6-4) 

のかたちになる。上式を積分すると。 
1

0ln( ) ng Cη += − +         (7.6-5) 

上式を書き直すと、 
1

1 exp( )ng C η += −         (7.6-6) 

したがって、 
1

1 exp( )ndf
C

d
η

η
+= −         (7.6-7) 

であるから、解として次式を得る。 
1

1 20
exp( )nf C d C

η
ξ ξ+= − +∫        (7.6-8) 
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7.7 境界層方程式の導出 

 非圧縮性流体の平板に沿う定常流れを想定し、粘性係数が一定で重力の影響を無視した２次

元の質量保存の式と運動量保存の式は以下のようになる。ここで、ν は動粘性係数で、 /ν μ ρ=

である。Equation Section (Next) 

 0yx
vv

x y

∂∂
+ =

∂ ∂
         (7.7-1) 

x x
x y

v v
v v
x y

∂ ∂
+

∂ ∂

2 2

2 2

1 x xP v v
x x y

ν
ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

     (7.7-2) 

y y
x y

v v
v v
x y

∂ ∂
+

∂ ∂

2 2

2 2

1 y yv vP
y x y

ν
ρ

⎛ ⎞∂ ∂∂
= − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

     (7.7-3) 

さらに、境界条件は以下のようになる。 

0 0
0x yy y

v v
= =
= =         (7.7-4) 

0 ,x x xy x
v v v ∞=∞ =

= =         (7.7-5) 

ここで、 ,xv ∞は壁面から十分離れた場所でのx方向の速度であり、入口の速度と等価である。上

に示した運動量保存の式の各項のオーダーを検討する。これは、直線で補間して、その傾きをと

ったと思えばよい。オーダーの検討をするので、それがゆるされる。さて、上式中の /xv x∂ ∂ と

/yv y∂ ∂ のオーダーを考える。これらのオーダーは、境界層の厚みをδ とすれば、 

 ,xx
vv

x x
∞∂

∂
∼          (7.7-6) 

 y yv v

y δ
∂
∂

∼          (7.7-7) 

と推定できる。上式中の∼は、オーダーが等しいことを示す記号である。122H(7.7-1)式に、上式を代

入して考えてみると、 

 ,x yv v

x δ
∞ ∼          (7.7-8) 

 ,y xv v
x
δ

∞∼          (7.7-9) 

xが非常に小さい領域を除けば、境界層の厚みδ は、xに比べて十分に小さく（ここで、δ に比

べて十分に大きいxをlと記述する）、 

 lδ �           (7.7-10) 
が成り立つ。すなわち、このことは速度場のひずみがx方向に比べて、y方向に著しく大きいこ

とを示している。したがって、 
 ,y xv v ∞�          (7.7-11) 

となることが予想される。この考え方で、運動量保存の式の各項のオーダーを検討すると、 

123H(7.7-2)式の各項のオーダーは、 

x
x

v
v
x

∂
∂

2
,xv

l
∞∼          (7.7-12) 

x
y

v
v
y

∂
∂

2
, , ,x x xv v v

l l

δ δ δ
δ

∞ ∞ ∞⋅∼ ∼        (7.7-13) 
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2

2
xv
x

∂
∂ 2

,xv

l
∞∼          (7.7-14) 

2

2
xv
y

∂
∂ 2

,xv

δ
∞∼          (7.7-15) 

ここで、 2 2 2 2/ /x xv x v y∂ ∂ ∂ ∂� であるから、 2 2/xv x∂ ∂ は無視できる。そうすると、 124H(7.7-2)式は、

次式のようになる。 
x x

x y

v v
v v
x y

∂ ∂
+

∂ ∂

2

2

1 xP v
x y

ν
ρ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

      (7.7-16) 

次に、125H(7.7-3)式では、 
y

x

v
v
x

∂
∂

2
,xv

l

δ∞∼          (7.7-17) 

y
y

v
v
y

∂
∂

2
,xv

l

δ∞∼          (7.7-18) 

2

2
yv

x

∂
∂ 3

,xv

l
∞∼          (7.7-19) 

2

2
yv

y

∂
∂

,xv

lδ
∞∼          (7.7-20) 

であり、どの項も126H(7.7-16)式の各項と比べると、 /lδ 倍となり、オーダーが小さい。したがって、

127H(7.7-3)式は、 

0P
y

∂
≈

∂
          (7.7-21) 

とおくことができる。上式はy方向の圧力勾配が小さく、平面近傍の圧力と境界層より上側での

圧力は、ほぼ等しくなることを示している。また、上式から圧力P は、xのみの関数として近似

できることがわかる。ここで、壁面より遠く離れた場所での境界条件（ ,x xy
v v ∞=∞

= ）を考える

と、 ,xv ∞はxのみの関数であるから、 

lim x
x

y

v
v
x→∞

∂
∂

,
,

x
x

dv
v

dx
∞

∞=         (7.7-22) 

さらに、主流ではy方向の速度分布は無視できるので、 

0lim x
yy

v
v
y→∞

∂
=

∂
         (7.7-23) 

2

2 0lim x

y

v
y→∞

∂
=

∂
         (7.7-24) 

圧力Pは、xのみの関数として近似できるので、 
1 1

lim
y

P dP
x dxρ ρ→∞

∂
− = −

∂
        (7.7-25) 

となるが、128H(7.7-2)式に、これらの境界条件を適用すると、yが十分に大きい場合、 
1,

,
x

x

dv dP
v

dx dxρ
∞

∞ = −         (7.7-26) 

となり、結局、 

0yx
vv

x y

∂∂
+ =

∂ ∂
         (7.7-27) 
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x x
x y

v v
v v
x y

∂ ∂
+

∂ ∂

2

2
,

,
x x

x

dv v
v

dx y
ν∞

∞
∂

= +
∂

      (7.7-28) 

を解けばよいことになる。 

 次にエネルギーの保存式を境界層近似で簡略化する。エネルギーの保存式は、定常の場合、 

P x y

T T
c v v

x y
ρ ⎛ ∂ ∂ ⎞

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
=

2 2

2 2

T T
k
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

μ+ Φ      (7.7-29)  

Φ =
22

2 yx
vv

x y

⎡ ⎤∂∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
+

2
yx
vv

y x

∂⎛ ∂ ⎞
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

     (7.7-30) 

である。上式のうち、Φに含まれる項のオーダーを以下に示すように、129H(7.7-6)～130H(7.7-7)式を用い

て調べる。 
2

xv
x

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

2
,xv

l
∞∼          (7.7-31) 

2
yv

y

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2 2

2
, ,x xv vl
l l

δ
δ

∞ ∞⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼ ∼        (7.7-32) 

2
xv
y

⎛ ∂ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2

2
,xv

δ
∞∼          (7.7-33) 

2
xv
x

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2 2 2

4

1, ,x xv v

l l l

δ δ∞ ∞⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼ ∼        (7.7-34) 

yx
vv

y x

∂∂
⋅

∂ ∂

2

2

1, , ,x x xv v v

l l l

δ
δ

∞ ∞ ∞⋅ ⋅∼ ∼       (7.7-35) 

したがって、 ( )2
/xv y∂ ∂ のオーダーが最も大きいことがわかり、 
2

xv
y

⎛ ∂ ⎞
Φ ≈ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

         (7.7-36) 

とすることができる。よって、131H(7.7-29)式は以下のようになる。 

P x y

T T
c v v

x y
ρ ⎛ ∂ ∂ ⎞

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
=

2 2

2 2

T T
k
x y

⎛ ⎞∂ ∂
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2
xv
y

μ ⎛ ∂ ⎞
+ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

    (7.7-37)  

さらに、上式中のx方向の熱伝導による熱移動は、流れによって運ばれる熱に比べて小さいので、

この項を無視すると、最終的に次式を得る。 

P x y

T T
c v v

x y
ρ ⎛ ∂ ∂ ⎞

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
=

2

2

T
k
y
∂
∂

2
xv
y

μ ⎛ ∂ ⎞
+ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

      (7.7-38)  
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7.8 境界層方程式の解法 

 解くべき微分方程式と境界条件は、Equation Section (Next) 
2 3

2 32 0d f d f
f
d dη η

+ =         (7.8-1) 

0
0

0df
f

dη
ηη=
=

= =         (7.8-2) 

1df
d ηη =∞

=          (7.8-3) 

132H(7.8-1)式は非線形であるので、一般的な解法を用いることはできないが、級数解として解を求め

ることができる。Blasiusは、 f を 0η = の近傍で次のように級数展開した。 
22

0 1 2
( )

! !
nnA A

f A A
n

η η η η= + + + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅      (7.8-4) 

 
0

n

n n

d f
A

d ηη =

=          (7.8-5) 

境界条件より、 
 0 1 0A A= =          (7.8-6) 

133H(7.8-4)式を134H(7.8-1)式に代入すると、 
2 2

2
3 4 2 5 2 3 60 2 2 4 2

2 3
( ) ( )

! !
A A A A AA A

η ηη= + + + + + + ⋅ ⋅ ⋅     (7.8-7) 

上式が、任意のηについて成立するためには、 nA について以下に示す関係が成り立つ必要があ

る。 

 

2
2

3 4 5

3
6 7 8 2 5 2

3 1 2 3 2 3
3 3 1 3 2 2

1
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2

11 110 0
2 4

3 10 0
2 3 1 3 2
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n
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A
A A A
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A An
A A A A
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+ +
=

= = = −

= = = − =

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

−
= = = −

− − +
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

∑

 

この結果、 3 2nA + 以外の項はゼロとなる。ここで、 2A を 

 
2

22
0

d f
A A
d ηη =

= =         (7.8-8) 

とおくと、 
2 3 4

2 5 8 111 11 375
2 2 5 4 8 8 11

( )
! ! ! !
A A A A

f η η η η η= − + −      
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5 6
14 1727897 3817137
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A A A A

A
η η η η⎧ ⎫

= − + − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬
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1
2 3 2( )!

n n
nn

n

A C
n

η
+∞

+

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟ +⎝ ⎠∑       (7.8-9) 

  0 1 2 3 41 1 11 375 27897( , , , , , )C C C C C= = = = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

となる。すなわち、 f は、ηとAの関数として表されることになる。ここで、Aの値は、もう１

つの境界条件である135H(7.8-5)式から決めなければならないが、η = ∞における境界条件であるので、

上式に直接その境界条件を代入することによって、Aの値を決めることはできない。そこで、あ

る近似を行う。ηの値が大きい場合には、136H(7.8-5)式の境界条件から、 

1
L

df
d ηη

=          (7.8-10) 

が成り立つはずである。ここで、 Lη は、大きなηの値を示す。したがって、ηの値が大きな領域

では、近似的に、 
f Bη≈ −          (7.8-11) 

になると考えられる。Bはある定数である。このような近似を行ったので、これに対する修正

項として、 ( )φ η ( ( ) ( ))fφ η η� を付加し、 

( ) ( )af Bη η φ η= − +         (7.8-12) 

として、ηの値が大きな領域での ( )f η を表す。上式を137H(7.8-1)に代入すると、 
2 3

2 32 0( ( ))
d d

B
d d
φ φη φ η
η η

− + + =        (7.8-13) 

ここで、 
2

2 0( )
d
d
φφ η
η

≈          (7.8-14) 

として、無視すると、 
2 3

2 32 0( )
d d

B
d d
φ φη
η η

− + =         (7.8-15) 

となる。上式は、線形の微分方程式であるから解を得ることができる。 2 2/d dφ η ϕ= とすれば、 

2 0( )
d

B
d
ϕη ϕ
η

− + =         (7.8-16) 

であるから、 
1
2
( )

d
B d

ϕ η η
ϕ

= −∫ ∫         (7.8-17) 

として、積分ができ、 

{ }21
4

exp ( )C Bϕ η= − −         (7.8-18) 

ここで、C は積分定数である。上式をη η= ～∞の間で積分すると、 

{ }21
4

exp ( )d d C B d d
η η η η

φ ϕ η η η η η
∞ ∞ ∞ ∞

= = − −∫ ∫ ∫ ∫      (7.8-19) 
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となり、138H(7.8-12)式より、ηの値が大きな領域では、 

{ }21
4

( ) exp ( )af B C B d d
η η

η η η η η
∞ ∞

= − + − −∫ ∫      (7.8-20) 

となる。適当に大きなηの値 Lη おいて、139H(7.8-9)式と140H(7.8-20)式が、なめらかに接続できるように条

件をおくと、A、B、C が決定できる。すなわち、 
( ) ( )L a Lf fη η=          (7.8-21) 

L L

adf df
d dη η η ηη η= =

=         (7.8-22) 

2 2

2 2
L L

ad f d f
d dη η η ηη η= =

=         (7.8-23) 

とおくことにより、満たすべき式が３つでき、これらを用いることにより、A、B、C の値が

決定できることになる。得られた結果は、 0 332.A = 、 1 73.B = 、 0 231.C = である。Blasius は、

このようにして、級数解として関数 f を求めた。 

 Howarthは、141H(7.8-1)式を数値計算によって、より高い精度で解いた。ただし、142H(7.8-1)式は２階や

３階の微分項を含んでおり、数値解析にはなじまない。したがって、143H(7.8-1)式を以下のように書

きなおす。 
df

g
dη

=           (7.8-24) 

dg
h

dη
=           (7.8-25) 

1
2

dh
fh

dη
= −          (7.8-26) 

このようにすると、144H(7.8-1)式は、連立１階の常微分方程式におきかえられる。このようなかたち

傾き 20[ ( )]h=  

傾き 10[ ( )]h=  

η  

g  

2( )g ∞

1( )g ∞

1 

20( )h

g

2( )g ∞

1( )g ∞

1 

10( )h  0( )h  

1

2

(a) (b) 

図 7.8-1 パラメータの最適化方法 
(a) Shooting 法、(b) はさみ打ち法 
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の微分方程式は、ルンゲクッタ法などの方法で、数値的に解くことができる。さて、数値的に計

算する準備ができたが、もう一つの問題がある。それは、 0η = のときの 2 2( / )h d f dη= の境界条

件がないことである。したがって、なんらかの方法で、 0h η= の値を求めなければならない。この

ような問題を解くためには、Shooting methodと呼ばれる方法がある。その方法を図 7.8-1 (a)に示

す。すなわち、145H(7.8-3)式を満たす数値解を 0hη= の値を変化させながら調べていき、最も適するも

のを選ぶ方法である。さらに、効率的な方法として、はさみ打ちの方法がある。この方法では、

初期値として、２つの 0h η= の値を用意する。これらを、 10( )h 、 20( )h とする。視覚的には、図 7.8-1 

(b)のようになる。２つの初期値から計算される 1( )g ∞ 、 2( )g ∞ から、確からしい次の予測値 0( )h を、 

 1 2 1

1 2 1

0 0 0 0
1
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

h h h h
g g g
− −

=
− ∞ ∞ − ∞

       (7.8-27)

によって予測し、新しい 0( )h によって計算される次の予測値 ( )g ∞ と前の 1( )g ∞ 、 2( )g ∞ のうち1に

近いものを用いて、次の予測値 0( )h を計算する。このような手続きを何回も繰り返すことによ

り、より確からしい値に近づけていく。このようにして計算された数値計算の結果を、表 3.4-1

に示している。 

 なお、以下に境界層方程式のルンゲクッタ法による解析プログラム（Fortran 77 で書いている）

を示す。以下のプログラムを実際に作れば、境界層方程式を数値的に解くことができる。 

 

C**************************************************** 

C**** ルンゲクッタ法による境界層方程式の数値解析 **** 

C****      η→X,f→Y(0),g→Y(1),h→Y(2)         **** 

C**************************************************** 

      IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 

      PARAMETER(N=2) 

      COMMON Y(0:N),Y0(0:N),Y7(0:N),Y8(0:N) 

      DIMENSION DY(0:N),Y9(0:N) 

C----- 積分する区間（XA～XB） 

      XA = 0.0 

      XB = 10.0 

C----- X=XA での初期値 

      Y0(0) = 0.0 

      Y0(1) = 0.0 

      Y0(2) = 0.33212 

C----- X の刻み幅の初期値 DX0,誤差の許容限界 ER0 

      DX0 = 0.01 

      ER0 = 0.00001 

C-----  ファイルを開く  

      OPEN (1,FILE='RESULT.DAT',STATUS='UNKNOWN') 

      WRITE(1,*) ' --------- 計算結果 ----------' 
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      WRITE(1,*) ' X, Y0, Y1, Y2' 

C----- 

      DX1 = DX0 

      X0 = XA 

 2000 DO 100 K = 0,N 

  100 Y8(K) = Y0(K) 

      DX = DX1 

      X  = X0 

      CALL SUBRK(K,DX,X) 

      DO 200 K = 0,N 

  200 Y9(K) = Y7(K) 

 1000 DX = DX1*0.5 

      X = X0 

      CALL SUBRK(K,DX,X) 

      DO 300 K = 0,N 

  300 Y8(K) = Y7(K) 

      X = X0 + DX 

      CALL SUBRK(K,DX,X) 

      YER = 0.0 

      DO 400 K = 0,N 

      DY(K) = (Y7(K) - Y9(K))/15.0 

      ER1 = DABS(DY(K))/DX1/Y7(K) 

      IF(ER1.GT.ER0) GOTO 4000 

  400 IF(ER1.GT.ER0*0.01) YER = 1.0 

      GOTO 5000 

C----- 誤差が許容限界を超えた 

 4000 DX1 = DX1*0.5 

      WRITE(*,*) ' X の刻み幅を',DX1,'に換えます。' 

      DO 500 K = 0,N 

      Y9(K) = Y8(K) 

  500 Y8(K) = Y0(K) 

      GOTO 1000 

C----- 誤差は許容限界内にある 

 5000 X0 = X0 + DX1 

      DO 600 K = 0,N 

  600 Y0(K) = Y7(K) + DY(K) 

      WRITE(*,*) ' X,Y0,Y1,Y2= ',X0,Y0(0),Y0(1),Y0(2) 
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      WRITE(1,*) ' ',X0,Y0(0),Y0(1),Y0(2) 

      IF(YER.EQ.1) GOTO 3000 

      IF(DX1.EQ.DX0) GOTO 3000 

      DX1 = DX1*2.0 

      WRITE(*,*) ' X の刻み幅を',DX1,'に戻します。' 

 3000 IF(X0.LT.XB) GOTO 2000 

      CLOSE(1) 

      END 

C**************************************************** 

C***** ルンゲクッタ法による積分 ********************* 

C**************************************************** 

      SUBROUTINE SUBRK(K,DX,X) 

      IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 

      PARAMETER(N=2) 

      COMMON Y(0:N),Y0(0:N),Y7(0:N),Y8(0:N) 

      DO 100 K = 0,N 

      Y(K) = Y8(K) 

  100 Y7(K) = Y8(K) 

      DO 200 K = 0,N 

      DY = DDYX(K)*DX 

      Y7(K) = Y7(K) + DY/6.0 

  200 Y(K) = Y8(K) + DY/2.0 

      X = X + DX/2.0 

      DO 300 K = 0,N 

      DY = DDYX(K)*DX 

      Y7(K) = Y7(K) + DY/3.0 

  300 Y(K) = Y8(K) + DY/2.0 

      DO 400 K = 0,N 

      DY = DDYX(K)*DX 

      Y7(K) = Y7(K) + DY/3.0 

  400 Y(K) = Y8(K) + DY 

      X = X + DX/2.0 

      DO 500 K = 0,N 

      DY = DDYX(K)*DX 

  500 Y7(K) = Y7(K) + DY/6.0 

      RETURN 

      END 
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C**************************************************** 

C***** 微分値の計算 ********************************* 

C**************************************************** 

      FUNCTION DDYX(K) 

      IMPLICIT  REAL*8 (A-H,O-Z) 

      PARAMETER(N=2) 

      COMMON Y(0:N),Y0(0:N),Y7(0:N),Y8(0:N) 

      IF(K.EQ.0) DDYX = Y(1) 

      IF(K.EQ.1) DDYX = Y(2) 

      IF(K.EQ.2) DDYX = -0.5*Y(0)*Y(2) 

      RETURN 

      END 
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7.9 時間平均を施した保存式の導出 

運動量の保存式の平均化を考える。ここでは、密度と粘性係数は位置によらず一定であるとす

る。基礎となる質量保存の式と運動量の保存式のx方向に関する式は、Equation Section (Next) 

0yx z
vv v

x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
        (7.9-1) 

x x x x
x y z

v v v v
v v v

t x y z
ρ ⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 2

2 2 2
x x xP v v v

x x y z
μ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
xgρ+   (7.9-2) 

である。例えば、 /xv x∂ ∂ の項の平均化を考えると、 

'( )x x
x x

v v
v v

x x x
∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂

       (7.9-3) 

上式中の上付の ⎯ は時間的な平均をとることを示す。また、微分と平均化の順序を逆にしてい

る。 '
xv は平均化するとゼロになるため、式から消える。 yv と zv についても同様である。従って、

146H(7.9-1)式は簡単に平均化されて、次式が得られる。 

0yx z
vv v

x y z

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
        (7.9-4) 

147H(7.9-1)式を考慮すると、148H(7.9-2)式は以下のように書き換えられる。 
( )( ) ( )x yx x x x z
v vv v v v v

t x y z
ρ

∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 2

2 2 2
x x xP v v v

x x y z
μ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
xgρ+  (7.9-5) 

上式の平均化を考える。まず、左辺の平均化は、 
( )( ) ( )x yx x x x z
v vv v v v v

t x y z
ρ
⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂

+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

' '' ' ' ' '( )( )( ) ( )( ) ( )( )x y x yx x x x x x x x z z
v v v vv v v v v v v v v v

t x y z
ρ
⎡ ⎤∂ + +∂ + ∂ + + ∂ + +

= + + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

  

' '' ' ' '( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x y x yx x x x x x z x z
v v v vv v v v v v v v v

t x x y y z z
ρ
⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + + + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 

' '' ' ' '( )( ) ( )x yx x x x x x x z
x y z

v vv v v v v v v v
v v v

t x x y y z z
ρ
⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + + + +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

   (7.9-6) 

上式の導出では、149H(7.9-4)式を用いた。次に、 150H(7.9-5)式の右辺の平均化は以下のようになる。 
2 2 2

2 2 2

' ' ' '( ) ( ) ( ) ( )x x x x x xP P v v v v v v
x x y z

μ
⎛ ⎞∂ + ∂ + ∂ + ∂ +

− + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2 2 2

2 2 2
x x xP v v v

x x y z
μ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
      (7.9-7) 

結果的に、次式を得る。 

x x x x
x y z

v v v v
v v v

t x y z
ρ ⎛ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎞

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2 2 2

2 2 2
x x xP v v v

x x y z
μ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

' '' ' ' '( )( ) ( )x yx x x z
v vv v v v

x y z
ρ
⎛ ⎞∂∂ ∂
⎜ ⎟− + +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

xgρ+  (7.9-8) 
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y方向、z方向に関する運動量の保存式についても同様の結果が得られる。 
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7.10 より一般的な関数を用いた次元解析の取り扱い 

３章の 3.6.1 項において、管内流における圧力降下を次元解析により検討したが、そこでは、

関数として特定されたものを用いていた。ここでは、その関数関係がより一般的な場合について

考える。3.6.1 項で示したように、 PΔ は関係する物理量の関数として以下のように表されるはず

である。Equation Section (Next) 
( )1 ,, , , ,z mP f d v lρ μΔ =         (7.10-1) 

この関数関係が、以下の無限級数として展開できたとする。 
3 5 3 5 3 51 2 4 1 2 4 1 2 4

, , ,( ) ( ) ( )a a b b c ca a a b b b c c c
a z m b z m c z mP K d v l K d v l K d v lρ μ ρ μ ρ μΔ = + + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  (7.10-2) 

ここで、 aK 、 bK 、 cK ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅は無次元の定数である。上式のそれぞれの(  )の中は、最終的

に PΔ の次元と同じになることが必要である。そこで、上式の２番目の(  )を取り出して、そ

れぞれの物理量の次元をM 、L、τ で表現し、その等式をとると次のようになる。 
2 3 4

51
2 3

M L M ML L
L L

b b b
bb

τ τ τ τ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

       (7.10-3) 

次に、M 、L、τ のべき乗数をそれぞれ等しいとすると、 
M について、  3 41 b b= +        (7.10-4) 

Lについて、  1 2 3 4 51 3b b b b b− = + − − +      (7.10-5) 

τ について、  2 42 b b− = − −        (7.10-6) 
これらの式をみると、方程式３つに対して未知数が 5 つあるので、 1b 、 2b 、 3b 、 4b 、 5b を数値と

して解くことはできない。３つの変数、 1b 、 2b 、 3b を 4b 、 5b を用いて表すとすると、結果的に、 

1 5 4b b b= − −          (7.10-7) 

2 42b b= −          (7.10-8) 

3 41b b= −          (7.10-9) 

となる。 151H(7.10-2)式中の他の項 ia 、 ic ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅についても、 152H(7.10-7)～ 153H(7.10-9)式と同様な関係が成り

立つ必要がある。これを、154H(7.10-2)式に代入すると、次のようになる。 
5 4 5 5 4 5 5 4 54 4 4 4 4 4 4 4 42 1 2 1 2 1

, , ,
a a a b b b c c ca a a b b b c c c

a z m b z m c z mP K d v l K d v l K d v lρ μ ρ μ ρ μ− − − − − −− − − − − −Δ = + + + ⋅ ⋅ ⋅  (7.10-10) 

累乗が等しいものをまとめると、 
4 4 45 5 5

2
, , ,

,

a b ca b c
z m z m z m

a b c
z m

v d v d v dP l l l
K K K

v d d d

ρ ρ ρ
ρ μ μ μ

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (7.10-11) 

となるので、( )内の無次元数の間に 

1 2 3 3( , )fπ π π=          (7.10-12) 

1 2
,z m

P
v

π
ρ
Δ

=          (7.10-13) 

2
,z mv dρπ
μ

=          (7.10-14) 

3
l
d

π =           (7.10-15) 

なる関数関係が成り立つことがわかる。最も簡単な関数として以下のものを選ぶと、 
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2
,

,

z m

z m

v dP l
K

v d

ρ
ρ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
       (7.10-16) 

と表現される（Kは無次元の定数）が、これは実験結果をよく表現することが知られているこ

とは、3.6.1 項に示した。実のところは、155H(7.10-2)式も一般的な関数であるとはいえないが、3.6.1

項で仮定した関数よりは一般的である。ただし、上記の次元解析の考え方から、無次元数が見つ

かれば、その無次元数の間に、156H(7.10-11)式よりもより一般的な関数関係、 

3 1 3 30 ( , , )f π π π=          (7.10-17) 

が成立することが類推できるであろう。加えて、上記の手続きで行われていることは、3.6.1 で

用いた関数で行った手続きと等価であり、無次元数を探査するうえでは、3.6.1 項で用いた方法

で十分であることがわかる。 

 3.6.1 項で説明した方法の他に、無次元数をみつけるための簡単な方法がある。物理量 PΔ 、d、

,z mv 、μ、ρ 、lのうち、d、 ,z mv 、ρ を選べば、基本単位L、M 、τ をこれらで表現することが

できる。すなわち、 

L d=           (7.10-18) 

,z m

d
v

τ =          (7.10-19) 

3M dρ=          (7.10-20) 
バッキンガムのπ定理より無次元数の数は、３つである。これらを 1π 、 2π 、 3π として、残りの

物理量がこれらに１つずつ含まれるとする。 PΔ 、μ、lの次元より、 

 1 2M/L
Pπ
τ

Δ
=          (7.10-21) 

 2 M/L
μπ
τ

=          (7.10-22) 

 3 L
lπ =           (7.10-23) 

となる。ここで、157H(7.10-18)～158H(7.10-20)式の関係を上式に代入すると以下のようになる。 

 
22

1 3 2

PL
M

,

,

( / )z m

z m

Pd d v P
d v

τπ
ρ ρ

ΔΔ Δ
= = =       (7.10-24) 

 2 3M/(L
,

,

( / )

)
z m

z m

d d v

d v d

μμ μπ
τ ρ ρ

= = =       (7.10-25) 

 3 L
l l
d

π = =          (7.10-26) 
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7.11 グレツ問題の解 

 解くべき微分方程式と境界条件は、Equation Chapter 7 Section 11 
1 Acr
r r r
∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2

2

2
1,mz A

AB

v r c
R z

⎛ ⎞ ∂
= −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠W

      (7.11-1) 

 00A Az
c c

=
=          (7.11-2) 

 
0

0A

r

c
r =

∂
=

∂
         (7.11-3) 

 A ARr R
c c

=
=          (7.11-4) 

である。ここで、以下に示す変数変換を行う。 

 2

1 1
22 Sc,,

/ Re
AB

z mz m

AB

z z z
x Rvv R R Rρ μ ρ

μ

= = ⋅ = ⋅
⋅

W

W

     (7.11-5) 

 
2 ,Re z mRv ρ

μ
=          (7.11-6) 

 Sc= /

AB AB

μ ρ ν
=

W W
        (7.11-7) 

 r
y
R

=           (7.11-8) 

 
0

A AR

A AR

c c
c c

φ −
=

−
         (7.11-9) 

これにより、もともとの微分方程式は、以下のようになる。 
1

y
y y y

φ∂ ⎛ ∂ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

21( )y
x
φ∂

= −
∂

       (7.11-10) 

境界条件も以下のように書き換えられる。 
 0 1xφ = =          (7.11-11) 

 
0

0
yy

φ

=

∂
=

∂
         (7.11-12) 

 1 0yφ = =          (7.11-13) 

ここで、変数分離によって、この問題が解けるとし、解に次の関数形を仮定する。 
 ( ) ( )F x G yφ =          (7.11-14) 

このことにより、159H(7.11-10)式は常微分化され、次式を得る。 
1 dF
F dx 2

1
1( )

d dG
y

y yG dy dy
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
       (7.11-15) 

上式が、任意のxとyについて成立するためには、右辺と左辺が定数にならなければならない。

ここで、その定数を 2λ− （発散しない解を得るためには負の定数となる必要がある）とすると、

f について、 
2dF
F

dx
λ= −          (7.11-16) 

したがって、 
2exp( )F xλ= −          (7.11-17) 
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Gについては、 
2 21 0( )

d dG
y y yG

dy dy
λ⎛ ⎞

+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (7.11-18) 

上式は、よく知られている Strum-Liouville 型の微分方程式であり、これまでに十分に研究がなさ

れている問題である。その結果によると、無限個のλの値（これを 1λ 、 2λ 、 3λ …とする）に対

応して、同様に無限個の解である固有関数G（これを 1G 、 2G 、 3G …とする）が存在することに

なる。それぞれのGは、解として成り立つので、一般解は nG に nF を乗じたものの線形結合とし

て表され、以下のようになる。 

2

10

exp( ) ( )A AR
n n n

nA AR

c c
C x G y

c c
φ λ

∞

=

⎡ ⎤−
= = −⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑       (7.11-19) 

ここで、 nC は定数である。定数に関する一つの制約は、160H(7.11-11)式の境界条件からくるもので、 

1
1 n n

n

C G
∞

=

= ∑          (7.11-20) 

Strum-Liouville 問題の固有関数には以下の直交関係が成立する。 
1 2

0
1 0( ) ( )( )n mG y G y y ydy− =∫  ( )m n≠      (7.11-21) 

上記の関係を用いると、161H(7.11-20)式の両辺に 21( )mG y y− を乗じて積分することにより、 
1 2

0
1

1( )n m m
m

G y y C G dy
∞

=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫

1 2

0
1( )( )nG y y ydy= −∫      (7.11-22) 

左辺の積分は、 nG の項だけが残り、 nC は以下のように与えられる。 
1 2

0
1 2 2

0

1

1

( )

( )

n

n

n

G y ydy
C

G y ydy

−
=

−

∫
∫

        (7.11-23) 

ここで、 nG をyで以下のようにべき展開する。 
2 3

0 1 2 3
0

, , , , ,( ) k
n n n n n n k

k

G y a a y a y a y a y
∞

=

= + + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = ∑     (7.11-24) 

ただし、yについての対称性から、nが奇数である項は消え、 
2 4 2

0 2 4 2
0

, , , ,( ) k
n n n n n k

i

G y a a y a y a y
∞

=

= + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = ∑      (7.11-25) 

これを、162H(7.11-18)式に代入すると、 
2 2 2 2

2 2
0 0

0 1, ,( )k k
n k n n k

k k

d d
y a y y y a y

dy dy
λ

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

  2 2 2 1 2 3
2 2

1 0
2 , , ( )k k k

n k n n k
k k

d
ka y a y y

dy
λ

∞ ∞
+ +

= =

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

( )2 2 1 2 2 1 2 2 3
2 2 2

1 0
4 , , ,

k k k
n k n n k n n k

k k

k a y a y a yλ λ
∞ ∞

− + +

= =

= + −∑ ∑     (7.11-26) 

上式が任意のyについて成立するには、 1y 、 3y 、 5y ⋅ ⋅ ⋅ ⋅の係数がゼロになる必要があるため、 
2 2

2 2 1 2 20 4 , , ( ) , ( )( )n k n n k n kk a a aλ − −= + −       (7.11-27) 

ただし、 2 0
0,n k k

a
<
= である。上式より、 

2

2 2 2 2 122, , ( ) , ( )( )
( )
n

n k n k n ka a a
k
λ

− −= −        (7.11-28) 
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ここで、 0 1,na = とする（ 0,na は任意であるが、簡単のために 1 とする。後で、 mC の値が調整さ

れる。）と、 4k = までのそれぞれの項は以下のようになる。 

1( )k =   
2 2

2 022 4, ,( )n n
n na a

λ λ
= − = −         (7.11-29) 

2( )k =  
2 2 2

4 0 2 1
16 16 4, , ,( )n n n

n n na a a
λ λ λ⎛ ⎞

= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (7.11-30) 

3( )k =  
2 2 2 2 2

6 2 4 1
36 36 4 16 4, , ,( )n n n n n

n n na a a
λ λ λ λ λ⎛ ⎞⎛ ⎞

= − = − − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

     (7.11-31) 

4( )k =  
2 2 2 2 2 2 2 2

8 4 6 1 1
64 64 16 4 36 4 16 4, , ,( )n n n n n n n n

n n na a a
λ λ λ λ λ λ λ λ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = + − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
  (7.11-32) 

4k > の項に関しても、同様に計算できる。上記のべき展開によって得られた nG は、yの関数で

あるとともに、 nλ の関数としてもみなせるので、163H(7.11-18)式より、 

 
1

1 2
2 20

0 1

1 11( ) n n
n

n n y

G G
G y ydy y

y yλ λ =

⎡ ∂ ⎤ ∂
− = − = −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫      (7.11-33) 

次に、164H(7.11-18)式をyについての偏微分として以下のように書き直す。 

2 21 0( )n
n n

G
y y yG

y y
λ∂ ⎛ ∂ ⎞

+ − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
       (7.11-34) 

上式の両辺に、( / )n nG λ∂ ∂ を乗じて積分すると、 
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n n
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G G G
y y yG dy
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λ
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= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∫  
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2
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n
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G G G G G
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λ
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= − + −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∫ ∫  

   
1 12 2 2

0 0
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1 1
2

( )n n n n
n n

n n ny

G G G G
y dy y yG dy

y y y
λ

λ λ λ
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫   (7.11-35) 

また、165H(7.11-34)式の両辺に、 nG を乗じて積分すると、 
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0
0 1( )n

n n n

G
G y y yG dy
y y

λ∂ ⎛ ∂ ⎞
= + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫  

   
1 2

1 12 2 2

0 0
0

1( )n n
n n n

G G
G y y dy y yG dy

y y
λ⎡ ∂ ⎤ ⎛ ∂ ⎞

= − + −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∫ ∫  

   
2

1 12 2 2

0 0
1

1( )n n
n n n

y

G G
G y dy y yG dy

y y
λ

=

⎛ ∂ ⎞ ⎛ ∂ ⎞
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫     (7.11-36) 

上式を nλ で微分すると、 

   
1

0
1 1

0 2n n n n n
n

n n ny y

G G G G G
G y dy

y y y yλ λ λ
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎛ ∂ ⎞ ∂ ∂ ⎛ ∂ ⎞
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∫  

      
1 12 2 2 2 2

0 0
2 1 1( ) ( )n n n n

n

y y G dy y yG dyλ λ
λ
∂

+ − + −
∂∫ ∫     (7.11-37) 

166H(7.11-37)− 167H(7.11-35)式 2× を計算すると次式を得る。 
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1 2 2

0
1

11
2

( ) n n
n

n n y

G G
G y ydy

yλ λ
=

⎛ ⎞∂ ∂
− = ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫       (7.11-38) 

上式と168H(7.11-33)式を169H(7.11-23)式に代入すると、 

1

2
n

n
n

n y

C
Gλ
λ

=

−
=

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

        (7.11-39) 

170H(7.11-25)式において、壁面の境界条件から、 1 0n y
G

=
= を満たす必要があるので、以下の式を満

足する必要がある。 

0 2 4 6 21
0

0, , , , ,n n n n n n ky
k

G a a a a a
∞

=
=

= + + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = =∑     (7.11-40) 

上式を満たす根（固有値 nλ ）の値を求める。根は無限にあり、解析的には求めることができな

いが、コンピュータを用いることにより数値的に探査することができる。 2
0

,n k
k

a
∞

=
∑ を nλ の関数と

して、図 7.11-1 に示す。矢印で示す点が根に対応する。 
 いろいろな研究者によって、固有値 nλ の値が求められているが、ここでは、Brown （Brown, G. 

M., A.I.Ch.E. Journal, 6, 179(1990)）によって得られた結果を用いる。Brownは、171H(7.11-40)式につい

て、固有値 nλ を求めている。表 7.11-1 表に示すように、Brownは無限にある固有値のうち、11

個の根の値を求めている。同表には、 nC などを計算する際に必要となる微分値も載せられてい

る。図 7.11-2 には、それぞれの固有関数のyについての変化を示す。 

 半径方向に平均したときの混合平均無次元濃度 mφ は以下のように表される。 
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⋅ − ⋅

∫ ∫
∫

∫ ∫
   (7.11-41) 

表 7.11-1 固有値と微分値の計算結果 
 

n nλ  1( / )n n y
G λ

=
∂ ∂ 1( / )n y

G y
=

∂ ∂  

1 2.7043644199 -0.5008991914 -1.0143004587 
2 6.6790314493 0.3714622734 1.3492416221 
3 10.6733795381 -0.3182644696 -1.5723193392 
4 14.6710784627 0.2864821001 1.7460043350 
5 18.6698718645 -0.2644906034 -1.8908571240 
6 22.6691433588 0.2479944920 2.0164666530 
7 26.6686619960 -0.2349676067 -2.1281647501 
8 30.6683233409 0.2243062663 2.2292554182 
9 34.6680738224 -0.2153485062 -2.3219433391 

10 38.6678833469 0.2076687724 2.4077811647 
11 42.6677338055 -0.2009787384 -2.4879082547 
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172H(7.11-19)式を上式に代入すると、 
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4 1exp( ) ( ) ( )m n n
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C x y y G y dyφ λ
∞

=

= − −∑ ∫       (7.11-42) 

上式に173H(7.11-33)、174H(7.11-39)式を代入すると、 
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∂
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∑        (7.11-43) 

zの位置における、管壁でのr方向の物質の流束 *
,A rN は、 175H(7.11-9)、176H(7.11-19)および 177H(7.11-39)式を

用いることにより、 
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図 7.11-2 固有関数 nG の変化 
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混合平均濃度 ,Amc は、次式で表される。 
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     0( )A AR m ARc c cφ= − +         (7.11-45) 

ここで、上式と178H(7.11-43)、179H(7.11-44)式を用いると、 
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 (7.11-46) 

のように表現できることがわかる。ここで、180H(7.11-5)式を用いて、 
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     (7.11-47) 

とおけば、 
 ( )*

, ,( )A r A Am ARr R
N k z c c

=
= −        (7.11-48) 

のように表現できる。このときの ( )Ak z を物質移動係数という。物質移動係数に関係する無次元

数であるシャーウッド数を用いると局所シャーウッド数 zSh は次のように表現される。 
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zが無限に大きい場合には、 1n = の項のみが支配的になり、 
 Sh Sh 3 66lim .z

z
∞ →∞
= ≈         (7.11-50) 

になる。 
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7.12 境界層における物質移動 

（１） 一様流れの解を用いた場合の物質移動の解析 

 3.4 節で説明した平板に沿う流れの境界層における物質移動を考える。図 7.12-1 に示すように、

一様流速 ,xv ∞、一様濃度 ,Ac ∞のA成分を含む流体Bが壁面に沿って流れるとし、壁面の表面では

瞬間的に反応が起こり、壁面でのAの濃度は 0Ac になるとする。反応によってできた生成物は無

視する。また、流体の密度 ρ 、流体中のAの拡散係数 ABW は一定とする。物質Aの保存式は以

下のように表される（２章 2.5.4 の（１）に示したモル濃度基準の物質の保存式で反応項を無視

する）。Equation Section (Next) 

A A A
x y

c c c
v v

t x y
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

A A
AB AB

c c
x x y y
∂ ∂ ∂ ⎛ ∂ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

W W     (7.12-1) 

定常状態であり、上式の右辺の第２項は上式の左辺第２項の対流項にくらべて小さいと仮定して

無視すると次式を得る。 

A A
x y

c c
v v
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
=

2

2
A

AB

c
y

∂
∂

W        (7.12-2) 

境界条件は以下のように設定される。 

0 ,A Ax
c c ∞=

=          (7.12-3) 

,A Ay
c c ∞=∞

=          (7.12-4) 

00A Ay
c c

=
=          (7.12-5) 

ここで、3.4 節で用いた xv と yv を表現する変数と関数をもう一度以下に示す。 

,x x

f
v v

η∞
∂

=
∂

         (7.12-6) 

1
2

,x
y

v f
v f

x

ν
η

η
∞ ⎛ ⎞∂

= − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
       (7.12-7) 

,/ x

y

x v
η

ν ∞

=          (7.12-8) 

δ  

,xv ∞  

,Ac ∞  

y  

x

図 7.12-1 平板に沿う流れの速度境界層と濃度境界層 
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上記の関数や変数を用いて、181H(7.12-2)式を書き直すと、 

 
2

2

Sc 0
2

A Ad c dc
f

d dη η
+ =         (7.12-9) 

Sc
AB

ν
=
W

         (7.12-10) 

となる。ただし、関数 ( )f η とその微分 ( )/df dη η、 2 2( )/d f dη η は図 7.12-2 に示されるような、数

値計算によって得られる関数である。境界条件は、以下のようになる。 
,A Ac c

η ∞=∞
=          (7.12-11) 

00A Ac c
η=

=          (7.12-12) 

ここで、 /Adc dθ η= とすれば、 
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2

d
fd

θ η
θ

= −          (7.12-13) 

であるから、積分すると、 

1 02
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expAdc C fd
d

η
θ η

η
⎡ ⎤ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫       (7.12-14) 

である。もう一度積分すれば、 

1 20 0

Sc
2

expAc C fd d C
η η

η η⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫       (7.12-15) 

である。182H(7.12-15)式と境界条件である 183H(7.12-11)および 184H(7.12-12)式から、以下のように濃度分布を

表す式が得られる。 
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∫ ∫
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   (7.12-16) 

ここで、境界層方程式より、 ( ) ( )2 2 3 32 0/ /f d f d d f dη η+ = となるので、 
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図 7.12-2 Blasius の解の計算値 
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3 3 2
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η η ηη η
η η

⎛ ⎞
= − = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫      (7.12-17) 

であるから、185H(7.12-16)式は、以下のように表される。 

 
( )
( )

( )
( )

Sc2 2 2 2

0 0
Sc2 2 2 2

0
0 0

Sc
1 1

Sc
,

,

exp ln / /

exp ln / /

A A

A A

d f d d d f d dc c

c c d f d d d f d d

η η
η η η η

η η η η
∞

∞ ∞
∞

⎡ ⎤⋅⎣ ⎦−
= − = −

− ⎡ ⎤⋅⎣ ⎦

∫ ∫
∫ ∫

  (7.12-18) 

上式からAの濃度分布を求めるためには、3.4 節に示したような数値計算が必要になるが、計算

結果は図 7.12-3 に示すようになる。また、管壁でのモル流束
0

*
,A y y

N
=
は、 

0
0 0

*
,

,/
A AB A

A y ABy
xy

c dc
N

y dx v ηην=
∞= =

∂
= − = −

∂
W

W      (7.12-19) 

で与えられる。平板上の任意の位置xにおける局所物質移動係数 ( )Ak x は、 

00

*
, ,( ) ( )A y A A Ay

N k x c c∞=
− = × −        (7.12-20) 

で定義されるので、 

0 0

1

, ,

( )
/
AB A

A
A A x

dc
k x

c c dx v ηην∞ ∞ =

= −
−

W       (7.12-21) 

186H(7.12-18)式を上式に代入すれば、 

( )
( )

Sc2 2

0
Sc2 2

0

Sh /

Re /
x

x

d f d

d f d d

η
η

η η
=

∞=
∫

       (7.12-22) 

Sh ( ) /x A ABk x x= ⋅ W         (7.12-23) 

,Re /x xxv ν∞=          (7.12-24) 

となる。上記無次元数の添字xは、局所（ローカル）の値であることを示す。上式から、局所物

質移動係数が計算される。この計算も数値計算に頼らざるをえないが、計算結果を図 7.12-4 に

実線で示す。図に示す結果は次式で近似できる。 
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図 7.12-3 層流境界層の濃度分布 
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Sc 0( )→  1 2 1 2Sh 0 564Sc / /. Rex x=        (7.12-25) 

0 6 Sc 15( . )< <  1 3 1 2Sh 0 332Sc / /. Rex x=        (7.12-26) 

Sc( )→ ∞  1 3 1 2Sh 0 339Sc / /. Rex x=        (7.12-27) 

なお、 187H(7.12-26)式の計算結果を図 7.12-4 に破線で示す。 0x = ～lの区間の平均の物質流束は、

平均の物質移動係数を用いて、以下のように表される。 

000

1 *
, ,( )

l

A y A A Ay
N dx k c c

l ∞=
− = −∫        (7.12-28) 

ここで、 0x = ～lの区間の平均の物質移動係数 Ak は以下の式で近似できる。 

Sc 0( )→  1 2 1 2Sh 1 13Sc / /. Re=        (7.12-29) 

0 6 Sc 15( . )< <  1 3 1 2Sh 0 664Sc / /. Re=        (7.12-30) 

Sc( )→ ∞  1 3 1 2Sh 0 678Sc / /. Re=        (7.12-31) 

 Sh /A ABk l= W         (7.12-32) 
 ,Re /xlv ν∞=         (7.12-33) 

速度境界層と同様に、濃度境界層の厚さ Mδ を次式が成立するyの位置であると定義する。 

0

0

0 99
,

.A A

A A

c c
c c ∞

−
=

−
        (7.12-34) 

上式が成立するときのηを Mη ,/ /T xx vδ ν ∞
⎡ ⎤=⎣ ⎦とすると、 188H(7.12-34)式に 189H(7.12-18)式を代入して、 

 
( )
( )

Sc2 2

0
Sc2 2

0

0 99
/

.
/

M

d f d d

d f d d

η
η η

η η
∞=
∫
∫

       (7.12-35) 

Mη はScの関数となり、その値はやはり数値計算で調べることになる。３章で示したように層流

の速度境界層では、 0 99 ,.x xv v ∞= を満たす場合、 5η ≈ である。したがって、 190H(7.12-8)式の関係を

用いると、 

 
5

M Mδ η
δ

=          (7.12-36) 
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図 7.12-4 Sh / Rex x とシュミット数Scの関係 
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0.1<Sc<100の範囲で求められた /Mδ δ を図 7.12-5 に実線で示す。また、図に示される計算線は

近似的に次式で表される（図中の破線）。 

1 3Sc /( )
( )
M x
x

δ
δ

−=          (7.12-37) 

図 7.12-5 に示されるように、Sc 1= の場合には、濃度境界層の厚さと速度境界層の厚さは一致

するが、Sc 1< の場合には、濃度境界層の厚さが速度境界層の厚さよりも大きくなることがわか

る。 

（２）Pohlhausen の解を用いた場合の物質移動の解析 

 境界層方程式と191H(7.12-2)式をyについて 0～∞で積分すると、次式を得る（付録 7.13 節を参照）。 

 
0 0

0
, ,( ) ( ) x

x x x x x

y

d dv v
v v v dy v v dy

dx dx y
ρ ρ μ

∞ ∞
∞

∞ ∞
=

∂
− + − =

∂∫ ∫     (7.12-38) 

0 ,( )x A A

d
v c c dy

dx

∞

∞ −∫
0

A
AB

y

c
y =

∂
=

∂
W       (7.12-39) 

前章の 3.4.2 項において、得られた解で、一様流れ ( )0, /xv x∞∂ ∂ = を仮定すると、 

0( )y δ≤ <  3 42 2
,

x

x

v
v

η η η
∞

= − +        (7.12-40) 

( )yδ <   1
,

x

x

v
v ∞

=          (7.12-41) 

  / ( )y xη δ=         (7.12-42) 

であるが、この解を用いて物質移動を考える。ここで濃度境界層の厚さ ( )M xδ を用いて、境界層

の濃度分布が以下のように表せるとする。 
0( )My δ≤ <  0

0 ,

A A

A A

c c
c c ∞

−
−

( )3 42 2M M Mη η η= − +       (7.12-43) 

( )M yδ <  0

0

1
,

A A

A A

c c
c c ∞

−
=

−
        (7.12-44) 
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  / ( )M My xη δ=         (7.12-45) 

ただし、192H(7.12-43)式で表される関数は根拠なく選ばれているわけではなく、193H(7.12-2)式、濃度に関

する境界条件、 1Mδ ≥ の位置における ,Ac ∞との連続性を満足している関数である。194H(7.12-40)式を

195H(7.12-38)式に代入すると、式の左辺の１項目の積分は、 
1 3 4 3 4

0 0
2 2 2 2, , , ,( ) ( ) ( ) ( )x x x x x xv v v dy v v v x dη η η η η η δ η

∞

∞ ∞ ∞ ∞⎡ ⎤− = − + − − +⎣ ⎦∫ ∫  

12 3 4 3 4 2

0

372 2 1 2 2
315, ,( ) ( ) ) ( )x xv x d v xδ η η η η η η η δ∞ ∞⎡ ⎤= − + − + − =⎣ ⎦∫  (7.12-46) 

196H(7.12-38)式の右辺の積分は、 

0

x

y

v
y

μ
=

∂
∂

( )3 4

0

2 2 2, ,

( ) ( )
x x

y

v v

x x

η η η μμ
δ η δ

∞ ∞

=

∂ − +
= =

∂
    (7.12-47) 

197H(7.12-46)、198H(7.12-47)式を199H(7.12-38)式に代入すると、 
2 237

315
,

,

( )
( )
x

x

vd x
v

dx x

μδρ
δ

∞
∞ =        (7.12-48) 

0 0( )
x

xδ
=
= の境界条件を用いて上式を積分すると、速度境界層の厚さを与える次式が得られる。 

1 2
3152
37

/

,

( )
x

x
x

v
μδ
ρ ∞

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
       (7.12-49) 

ここで、 ( )M xδ と ( )xδ の比 Mϕ を次式で定義する。 
( )
( )
M

M

x
x

δϕ
δ

=          (7.12-50) 

ここで、 Mϕ はxによって変化しないと仮定する。 1Mϕ ≤ （濃度境界層の厚さが速度境界層の厚

さよりも小さい）である場合、200H(7.12-43)および 201H(7.12-40)式を 202H(7.12-39)式の左辺の積分項に代入す

ると、 
 ( ) ( )1 3 4 3 4

00 0
2 2 1 2 2, , ,( ) ( )x A A x A A M M Mv c c dy v c c dyη η η η η η

∞

∞ ∞ ∞− = − + − − + −∫ ∫  

( ) ( )1 3 3 4 4 3 4
0 0

2 2 1 2 2, ,( )x A A M M M M M M M M M M Mv c c dδ η ϕ η ϕ η ϕ η η η η∞ ∞= − − + − + −∫  

       3 4
0

2 3 1
15 140 180, ,( )x A A M M M Mv c c δ ϕ ϕ ϕ∞ ∞
⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (7.12-51) 

また、203H(7.12-39)式の右辺に204H(7.12-43)式を代入すると、 

0

A
AB

y

c
y =

∂
∂

W
( )3 4

0

0

2 2, ,( )

( )
M

A A A M M MAB

M M

c c c

x
η

η η η

δ η
∞ ∞

=

⎡ ⎤∂ − − − +⎣ ⎦=
∂

W  

     02 ,( )

( )
AB A A

M

c c

xδ
∞−

= −
W

       (7.12-52) 

上式と205H(7.12-51)式を206H(7.12-39)式に代入すると、 

 3 4
0

2 3 1
15 140 180, ,

( )
( ) M

x A A M M M

d x
v c c

dx
δϕ ϕ ϕ∞ ∞

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

02 ,( )

( )
AB A A

M

c c

xδ
∞−

=
W

  (7.12-53) 

上式を積分すると、濃度境界層の厚さを与える次式を得る。 
1 2 1 2

3 42 3 12
15 140 180

/ /

,

( ) AB
M M M M

x

x
x

v
δ ϕ ϕ ϕ

−

∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

W     (7.12-54) 
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上式と207H(7.12-49)式の比をとり２乗すると、 

 
2 1

2 3 437 2 3 1
315 15 140 180

( )
( )
M AB

M M M M

x
x

δ ϕ ϕ ϕ ϕ
δ ν

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

W    (7.12-55) 

上式から次式が得られる。 

1( )Mϕ ≤  1 3 5 637 2 3 1Sc
315 15 140 180M M Mϕ ϕ ϕ− ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (7.12-56) 

上式は、シュミット数と濃度境界層の厚さと速度境界層の厚さの比の関係を示す。 
 1Mϕ > （濃度境界層の厚さが速度境界層の厚さよりも大きい）である場合には、208H(7.12-39)式の

左辺の積分項は、y δ> の場所では ,x xv v ∞= となるので、0 y δ≤ ≤ の区間と Myδ δ≤ ≤ の区間で、

別々に積分する必要がある。すなわち、 

0 ,( )x A Av c c dy
∞

∞ −∫  

0 , , ,( ) ( )
M

x A A x A Av c c dy v c c dy
δ δ

δ∞ ∞ ∞= − + −∫ ∫  

( ) ( )1 3 4 1 3 3 4 4

0
2 2 1 2 2, ,( )x A A M M Mv c c dδ η η η ηϕ η ϕ η ϕ η− − −

∞ ∞= − − + − + −∫  

  ( )1 3 4

1
1 2 2, , /

( )
M

x A A T M M Mv c c d
ϕ

δ η η η η∞ ∞+ − − + −∫  

 1 2 4 5 1 2 4 57 13 67 7 3 1 1
10 15 140 36 10 2 5, ,( )x A A M M M M M M M M Mv c c δ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − − − − − −

∞ ∞
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 1 2 4 53 3 2 3 1
10 10 15 140 180, ,( )x A A M M M M Mv c c δ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − −

∞ ∞
⎛ ⎞= − − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (7.12-57) 

上式と209H(7.12-52)式を210H(7.12-39)式に代入すると、 

 1 2 4 53 3 2 3 1
10 10 15 140 180, ,

( )
( ) M

x A A M M M M

d x
v c c

dx
δϕ ϕ ϕ ϕ− − − −

∞ ∞
⎛ ⎞− − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

02 ,( )

( )
AB A A

M

c c

xδ
∞−

=
W

 (7.12-58) 

上式を積分し、211H(7.12-54)～212H(7.12-56)式における展開と同様な手続きを行うと次式を得る。 

1( )Mϕ ≥  1 2 2 337 3 3 2 3 1Sc
315 10 10 15 140 180M M M Mϕ ϕ ϕ ϕ− − −⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (7.12-59) 

図 7.12-6 に 213H(7.12-56)式と上式の計算結果を実線で示す。214H(7.12-56)式と上式の計算結果は、次式で

近似できる。 
 1 3Sc /

Mϕ
−=          (7.12-60) 

215H(7.12-60)式の計算結果を同図に破線で示す。図から、Sc 1< のときには 1Mϕ < 、Sc 1≤ のときに

は 1Mϕ ≤ であることがわかる。すなわち、（１）の場合と同様な結果になる。最終的に濃度分布

は以下のように表される。 

0( )My δ≤ <  0

0 ,

A A

A A

c c
c c ∞

−
−

3 4

2 2
M M M

y y y
ϕ δ ϕ δ ϕ δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (7.12-61) 

また、管壁のxの位置におけるモル流束 *
, ( )AwN x は、 

0

*
, ( )

A
Aw AB

y

c
N x

y =

∂
= −

∂
W ( )0

2
,

AB
A A

M

c c
ϕ δ∞= −
W      (7.12-62) 

で与えられる。平板上の任意のxの位置における局所物質移動係数 ( )Ak x は、次式で定義される。 

( )0
*
, ,( ) ( )Aw A A AN x k x c c∞− = −        (7.12-63) 
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上式と216H(7.12-62)式より、局所物質移動係数は次式で与えられる。 
2

( ) AB
A

M

k x
ϕ δ

=
W          (7.12-64) 

上式に、217H(7.12-49)および218H(7.12-60)式を代入すれば、 

 1 3 1 2 1 3 1 237Sh Sc 0 343Sc
315

/ / / /( )
Re . Rex x x

h x x
k
⋅⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎣ ⎦

    (7.12-65) 

 ,Re x
x

xvρ
μ

∞=          (7.12-66) 

になることがわかる。また、 Mϕ に関して陽に記述することができない219H(7.12-56)式や220H(7.12-59)式を

用いた場合でも、 

( )Sh ScRe ,x xf=         (7.12-67) 

と表現できることがわかるであろう。221H(7.12-62)、222H(7.12-49)および 223H(7.12-60)式を用いると、0～lま

での区間の平均のモル流束は、 
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∞

⎛ ⎞
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⎝ ⎠

W      (7.12-68) 

平均の物質移動係数 Ak は次式で定義される。 

 ( )000

1 *
, ,

l

A y A A Ay
N dx k c c

l ∞=
− = −∫        (7.12-69) 

したがって、平均の物質移動係数 Ak は、次式で与えられる。 

 1 2 1 3 1 2 1 337Sh 2 Sc 0 685 Sc
315

/ / / /Re . Re= =      (7.12-70) 
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224H(7.12-65)式と225H(7.12-70)式は、226H(7.12-26)式と227H(7.12-30)式と同様な結果となることがわかる。 

（３）熱伝達問題の同様な取り扱い 

同様に、3.4 節で説明した平板に沿う流れの境界層における伝熱問題を考える。図 7.12-7 に示

すように、一様流速 ,xv ∞、一様温度T∞の流体が、一様温度 0T の壁面に沿って流れるとする。ま

た、流体の密度 ρ 、熱容量 pc は一定とする。境界層近似により、エネルギーの保存式は以下の

ように表される（7.3 節参照）。 

P x y

T T
c v v

x y
ρ ⎛ ∂ ∂ ⎞

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
=

2

2

T
k
y
∂
∂

+
2

xv
y

μ ⎛ ∂ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

     (7.12-71) 

上式中の右辺の最後の項は散逸に関する項であるが、粘性による発熱はないものとして無視する。

境界条件は以下のように設定する。 

0xT T∞= =          (7.12-72) 

yT T∞=∞ =          (7.12-73) 

00yT T= =          (7.12-74) 

228H(7.12-6)～229H(7.12-8)式を用いて、230H(7.12-71)式を書き直すと、 

 
2

2 0
2
Prd T dT
f

d dη η
+ =         (7.12-75) 

Pr pc

k

ρ ν ν
α

= =          (7.12-76) 

となる。境界条件は、以下のようになる。 
T Tη ∞=∞ =          (7.12-77) 

 00T Tη= =          (7.12-78)

ただし、231H(7.12-75)～232H(7.12-78)式は、233H(7.12-9)～234H(7.12-12)式と全く同じ形式であることがわかる。し

たがって、（１）や（２）の結果を共通に用いることができる。物質移動において用いた変数と

熱伝達に用いられる変数の間には次の対応（ Sh Nu→ 、Sh Nux x→ 、Sc Pr→ 、 M Tδ δ→ 、

δ  
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x

図 7.12-7 平板に沿う流れの速度境界層と温度境界層 
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M Tϕ ϕ→ ）がある。これより、温度分布は次式で与えられる。 

 
( )
( )

2 2

0

2 2
0

0

1

Pr

Pr

/

/

d f d d
T T
T T d f d d

η
η η

η η
∞

∞
∞

−
= −

−

∫
∫

       (7.12-79) 

また、任意のxの位置における、壁面での熱流束
0y y

q
=
は局所熱伝達係数 ( )h x を用いて次のよう

に表される。 

00
( )( )y y

T
q k h x T T

y ∞=

∂
− = = −

∂
       (7.12-80) 
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0
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Re /
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d f d

d f d d

η
η

η η
=

∞=
∫

       (7.12-81) 

Nu ( )/x xh x k=          (7.12-82) 

,Re /x xxv ν∞=          (7.12-83) 

Nux は局所ヌセルト数である。235H(7.12-81)式は、近似的に以下のように表される。 

0(Pr )→  1 2 1 2Nu 0 564 / /. Pr Rex x=        (7.12-84) 

0 6 15( . Pr )< <  1 3 1 2Nu 0 332 / /. Pr Rex x=        (7.12-85) 

(Pr )→ ∞  1 3 1 2Nu 0 339 / /. Pr Rex x=        (7.12-86) 

また、 0x = ～lの区間の平均の熱流束は、平均の熱伝達係数hを用いて次式で表す。 

000

1
( )

l

y y
q dx h T T

l ∞=
= −∫        (7.12-87) 

上式中の平均の熱伝達係数は、以下のように近似できる。 
0(Pr )→  1 2 1 2Nu 1 13 / /. Pr Re=        (7.12-88) 

0 6 15( . Pr )< <  1 3 1 2Nu 0 664 / /. Pr Re=        (7.12-89) 

(Pr )→ ∞  1 3 1 2Nu 0 678 / /. Pr Re=        (7.12-90) 

 Nu /hx k=          (7.12-91) 
 Re , /xv l ν∞=          (7.12-92) 
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7.13 境界層方程式の積分形 

 境界層方程式は、Equation Section (Next) 

0yx
vv

x y

∂∂
+ =

∂ ∂
         (7.13-1) 

,
,

xx x
x y x

dvv v
v v v
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ρ ∞
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⎛ ∂ ∂ ⎞
+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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2
xv
y

μ ∂
=

∂
      (7.13-2) 

上式をyについて 0～∞で積分すると、 

ρ
0 0

x x
x y

v v
v dy v dy
x y

ρ
∞ ∞∂ ∂

+
∂ ∂∫ ∫ 0

,
,

x
x

dv
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ρ

∞ ∞
∞− ∫ =

2

20
xv dy
x

μ
∞ ∂
∂∫    (7.13-3) 

236H(7.13-1)式より 

 
0

y
x

y

v
v dy

x
∂

= −
∂∫          (7.13-4) 

であるので、237H(7.13-3)式の左辺２項目の積分は、 
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= − +
∂ ∂∫ ∫      (7.13-5) 

上式を238H(7.13-3)式に代入すると、239H(7.13-3)式の左辺は以下のようになる。 

0
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, ,
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∞ ∞= − + −∫ ∫      (7.13-6) 

一方、240H(7.13-3)式の右辺は、 
2

20
xv dy
y

μ
∞ ∂
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0 0

x x

y

v v
y y

μ μ
∞

=

⎡∂ ⎤ ∂
= = −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

      (7.13-7) 

したがって、次式を得る。 

 
0 0
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d dv v
v v v dy v v dy
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∞ ∞
∞
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∂
− + − =

∂∫ ∫     (7.13-8) 

エネルギーの保存式を境界層近似したものは、 
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T T
c v v
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ρ ⎛ ∂ ∂ ⎞

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
=

2

2

T
k
y
∂
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       (7.13-9) 

上式をyについて 0～∞で積分すると、 

0 0P x P y

T T
c v dy c v dy

x y
ρ ρ

∞ ∞∂ ∂
+

∂ ∂∫ ∫ =
2

20

T
k dy

y

∞ ∂
∂∫      (7.13-10) 

241H(7.13-4)式より、242H(7.13-10)式の左辺２項目の積分は、 
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上式を243H(7.13-10)式に代入すると、244H(7.13-10)式の左辺は以下のようになる。 
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一方、245H(7.13-10)式の右辺は、 
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0 0y
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y y y

∞
∞
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∂ ⎡∂ ⎤ ∂
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結果的に、次式を得る。 
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      (7.13-14) 

AとBの２成分から成り立つ系での層流境界層におけるAの保存式は以下のようになる。 
A A

x y

c c
v v
x y

∂ ∂
+

∂ ∂
=

2

2
A

AB

c
y

∂
∂

W        (7.13-15) 

ただし、上式ではx方向の拡散項は、対流項に比べ小さいとして無視している。上式は、246H(7.13-9)

式と同じ形式であるから、同様な手続きで積分形を得ることができ、以下のようになる。 
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7.14 平面に対する粒子の入射 

  半径λの下半球上にあり、速度 ( )u = u を持つ粒子が面積Sの平面にθ の角度から tΔ 時間当

たりに流れ込む個数を考える（図 7.14-1）。ここで、粒子の個数密度をnとする。平面Sに立体

角dΩから入射する粒子の個数dnは、マックスウェルの分布関数（uの関数として表現したもの）

を用いると、Equation Section (Next) 

 
4

( ) cos
d

dn nf u du Su t θ
π
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       (7.14-1) 
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      (7.14-2)  

 sind d dθ θ φΩ =          (7.14-3) 

全方向から侵入する粒子の数は、247H(7.14-1)式を積分すれば求まるので、 
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 1
4
nuS t= Δ          (7.14-4) 

 したがって、単位時間、単位面積当たりに流入する粒子数は、 

 1
4
nu           (7.14-5) 

になる。 
 同じような考え方で、平均自由行程λだけ進んでSに衝突する粒子がy方向に進む平均の距離

の平均値を求める。速度uを持つ粒子が平面Sにθの角度から単位時間当たりに流れ込む個数を

考える。ここで、粒子の個数密度をnとする。上に示したように、立体角dΩから、平面Sの単

位面積、単位時間当たりに侵入する粒子の個数は 

 
0 4 4
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n f u u du n uθ θ
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=∫       (7.14-6) 

θ

 図 7.14-1 y軸に垂直な面に下側から入射する粒子 
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である。ところで、最後の衝突の後に粒子がλだけ移動して平面Sに入射するとすると、粒子が

進むy方向の平均の距離は、 
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になる。 
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7.15 気体分子の平均自由行程 

 気体分子は毎秒数 100 m 程度の速さで運動しているが、分子は大きさをもっているので、図 

7.15-1 に示すように、絶えず衝突をくり返している。分子は１つの衝突から次の衝突までの間は

まっすぐに飛び、衝突によってその方向および速度を変えるが、１つの衝突から次の衝突までの

間に運動する距離を自由行程 （free path）という。自由行程は、衝突のたびに変化し一定でな

いが、その平均値は分子の大きさや分子密度できまる。１個の分子に着目してその動きを観察す

れば、ある点から出発した分子（速さが 1u ）は、ある時間 1t 後に、他の分子と衝突し、前とは別

の方向に速さ 2u で運動し、再び 2t 時間後に次の衝突を行なう。こうして、 1j − 番目の衝突と j番

目の衝突の間に、速さ ju で jt 時間運動するものとし、t時間の間にn回衝突をすれば、その間に

分子が運動した距離の総和は、Equation Section (Next) 

 
1 1

n n

j j j
j j

L u t l nλ
= =

= = =∑ ∑         (7.15-1) 

である。ここで、 jl は 1j − 番目の衝突と j番目の衝突の間に飛んだ距離、すなわち自由行程であ

り、λはその平均値である。 /n tは単位時間当りの平均の衝突頻度N になる。上式の両辺をtで

割れば、 

 [ ]L n
u N

t t
λ λ= = =         (7.15-2) 

となる。したがって、平均衝突頻度N を求めれば、平均自由行程λを知ることができる。簡単

のため分子はすべて同じ直径dの球からなり、しかも空間に静止しているものとする。このよう

な空間に、同じ種類の分子が平均速度uで飛び込んで来た場合の衝突回数を考える。図 7.15-1

に示すように、衝突によるジグザグな分子の軌跡をまっすぐに引き延ばしたとする。２つの分子

が衝突するためには、互いの分子の中心間の距離がdまで接近しなければならない。したがって、

分子の直径dの２倍の直径を持つ円筒中に中心がある分子の数が与えられれば、衝突頻度が求ま

る。すなわち、分子がt秒間に運動する距離はutであるので、運動する間に分子が覆う総体積
2d utπ 、の円筒内にある分子とはすべて衝突を行なう。空間に止まっている分子の個数密度をn

とすれば、単位時間当りの平均衝突回数N は、 

 
2

2( )n d ut
N d un

t
π π= =         (7.15-3) 

したがって、248H(7.15-2)式より、λは、 

図 7.15-1 分子の衝突と自由行程 
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 2 2

1u u
N d un d n

λ
π π

= = =         (7.15-4) 

となる。 

ここまでは、着目している分子以外は静止しているとしたが、実際には他の分子も動いている。

その場合の衝突頻度は、分子同士の相対速度を用いて表現する必要がある。ここで、分子１と分

子２の混合気体があるときに、それらの分子が衝突する頻度を考える。分子１の速度が、

1 1 1 1x x y y z zu u u= + +u i i i で与えられるとすると、速度が 1 1x xu du+ 、 1 1y yu du+ 、 1 1z zu du+ の間の値

をもつ単位体積当たりの分子数 1dn はマックスウェル分布より、 
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exp x y z
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m m
dn n u du du du

k T k Tπ
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= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

     (7.15-5) 

 22 2 2 2
1 1 1 1 1x y zu u u u= = + +u         (7.15-6) 

同様に、分子２の速度が、 2 2 2 2x x y y z zu u u= + +u i i i で与えられるとすると、速度が 2 2x xu du+ 、

2 2y yu du+ 、 2 2z zu du+ の間の値をもつ単位体積当たりの２の分子数 2dn は、 
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dn n u du du du

k T k Tπ
⎛ ⎞ ⎡ ⎤

= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥
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     (7.15-7) 

 22 2 2 2
2 2 2 2 2x y zu u u u= = + +u        (7.15-8) 

ここで、１分子と２分子の相対速度 Ru を次式で定義する。 
 2 1[ ]R x Rx y Ry z Rzu u u= + + = −u i i i u u       (7.15-9) 

相対速度を用いると、速度が 1 1x xu du+ 、 1 1y yu du+ 、 1 1z zu du+ である分子１と、速度が 2 2x xu du+ 、

2 2y yu du+ 、 2 2z zu du+ である分子２が、単位時間、単位体積当たりに衝突する回数 12dN は、 

 2 2 2 2 2
12 1 2 12 1 2 12 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )R x x y y z zdN dn dn d dn dn d u u u u u uπ π= = − + − + −u   (7.15-10) 

 12 1 2 2( )/d d d= +          (7.15-11) 

ここで、 1d 、 2d は分子１と２の直径である。単位時間の全衝突数 12N は、249H(7.15-10)式を速度空間

で積分すればよいので、 
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 (7.15-12) 

ここで、１と２の重心の速度 Gu を導入すると、 

 1 1 2 2

1 2

[ ]G x Gx y Gy z Gz

m m
u u u

m m
+

= + + =
+

u uu i i i       (7.15-13) 

 2
1

1 2
G R

m
m m

= −
+

u u u  

    2 2 2

1 2 1 2 1 2
x Gx Rx y Gy Ry y Gz Rz

m m m
u u u u u u

m m m m m m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i i i  (7.15-14) 

 1
2

1 2
G R

m
m m

= +
+

u u u  

    2 2 2

1 2 1 2 1 2
x Gx Rx y Gy Ry y Gz Rz

m m m
u u u u u u

m m m m m m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i i i  (7.15-15) 



 
64

Jacobi の行列式を用いると、 
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であるから、250H(7.15-14)～251H(7.15-16)式を252H(7.15-12)式に代入すると、 
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      Gx Gy Gz Rx Ry Rzdu du du du du du×        (7.15-17) 

 22 2 2 2
G G Gx Gy Gzu u u u= = + +u        (7.15-18) 

 22 2 2 2
R R Rx Ry Rzu u u u= = + +u        (7.15-19) 

253H(7.15-17)式を極座標変換する。重心の極座標速度空間での角度を Gθ 、 Gφ 、相対的な速度におけ

る極座標速度空間での角度を Rθ 、 Rφ とすると、 

 12N
3 2

2 2 2 2 21 2 1 2 1 2
12 1 2 3

1 20 0

1
2 2 2

/( )
exp exp

( ) R G R G R G R
B B B

mm m m mm
d n n u u u u u du du

k T k T m m k T
π

π

∞ ∞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+
= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫  

      
2 2

0 0 0 0

sin sinG G G R R Rd d d d
π π π π

φ θ θ φ θ θ× ∫ ∫ ∫ ∫  

     
3 2

2 2 2 2 3 21 2 1 2 1 2
12 1 2 3

1 20 0

14
2 2 2

/( )
( ) exp exp

( ) G G G R R R
B B B

mm m m mm
d n n u u du u u du

k T k T m m k T
π π

π

∞ ∞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+
= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫  

     
3 2 23 2

3 2 1 2 1 2 1 2
12 1 2 3

1 2

1 116
2 4 2 2 2

//( )
( )B B B

mm m m mm
d n n

k T k T m m k T
ππ

π

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

     2
12 1 2

1 2 1 2

8
/( )

Bk Td n n
mm m m

π
=

+
       (7.15-20) 

ここで、１と２が同じ分子である場合、 1 2m m m= = 、 1 2n n n= = 、 12d d= である。また、同じ

衝突を重複して数えないように、２で割る必要があるため、 11N は以下のようになる。 

 11N
2 2 2 2

2 28 2 8 2
2 2 2 2/

B Bd n k T d n k T
d n u

m m
π π π

π
= = =     (7.15-21) 

１の分子のみから成る系で、特定の１の分子１個に衝突する頻度 1N では２で割る必要はなく、

254H(7.15-20)式を、 1 2m m m= = 、 1 2n n n= = 、 12d d= とおいてnで割ればよいので、 
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 1N
2 2

28 2
2/
Bd n k T

d nu
n m

π π= =        (7.15-22) 

平均自由行程λは、衝突の間に進む距離であるので、 

 2
1

1
2

u
N d n

λ
π

= =         (7.15-23) 

になる。 
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7.16 定積分について 

 2exp( )ax− と mx の積の 0～∞の範囲での積分は以下のように与えられる。ただし、 0a > であ

り、nは整数 ( )0n ≥ である。Equation Section (Next) 

 2 2
1 2 10

2 1
2

( )!!
exp( )n

n n

n
x ax dx

a
π∞

+ +

−
− =∫       (7.16-1) 

 2 1 2 1 2 3 3 1( )!! ( )( )n n n− = − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅       (7.16-2) 

ただし、 0n = のとき、 2 1 1( )!!n − = とする。また、 

 2 1 2
10 2
!

exp( )n
n

n
x ax dx

a

∞ +
+− =∫        (7.16-3) 
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7.17 ベクトルとテンソル 

 デカルト座標系でのベクトルvは、基底ベクトル xi 、 yi 、 zi とx、y、z方向のそれぞれの成

分 xv 、 yv 、 zv を用いて、以下のように表される。Equation Section (Next) 

x x y y z zv v v= + +v i i i         (7.17-1) 

ここで、添字について以下の書き換えをおこなう。 
 1x →   2y →   3z →  

これにより、上式は以下のように書き換えられる。 
3

1 1 2 2 3 3
1
i i

i

v v v v
=

= + + = ∑v i i i i        (7.17-2) 

ベクトルの大きさは、以下のように定義される。 
3

2 2 2 2
1 2 3

1
i

i

v v v v v
=

= = + + = ∑v        (7.17-3) 

これからの説明では、クロネッカーのデルタ ijδ や置換記号（permutation symbol）である ijkε を用

いた方が便利であるので、ここで定義しておく。 
i j= のとき 1ijδ = +        (7.17-4) 

i j≠ のとき 0ijδ =         (7.17-5) 

123 231 312, ,ijk = のとき 1ijkε = +      (7.17-6) 

321 132 213, ,ijk = のとき 1ijkε = −      (7.17-7) 

上記の２例以外の場合  0ijkε =       (7.17-8) 

ここで、もう一つのベクトルを 
3

1 1 2 2 3 3
1
i i

i

w w w w
=

= + + = ∑w i i i i        (7.17-9) 

で定義する。ここで、ベクトルの内積は以下のように定義される。 
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1

( ) ( )i i j j i j i j ij i j
i j i j i j

v w v w v wδ
= = = = = =

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤
= = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑ ∑∑v w i i i ii i i   

3

1 1 2 2 3 3
1
i i

i

v w v w v w v w
=

= = + +∑       (7.17-10) 

( )v wi の( )は、上記の演算の結果が方向性のないスカラー量であることを示す。これから、ベ

クトルやテンソルの演算が出てくるが、その演算によって、生成される量がスカラーかベクトル

か２階のテンソルかによって、その演算を囲むかっこを以下のように使い分ける。 

・スカラーが生成される場合 → ( ) 

・ベクトルが生成される場合 → [ ] 

・２階のテンソルが生成される場合 → { } 

また、演算を表す記号として、single dot ( i )、double dot (:)、cross (×)を用いる。これについては

後述する。上に示すように、内積の場合には、演算の記号として、single dot ( i )を用い、演算結

果がスカラーであるので、演算の全体を( )で囲んでいる。この標記を用いると、ベクトルの外

積は、以下のように定義される。 



 
68

3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1
[ ] [ ]j j k k j k j k ijk i j k

j k j k i j k

v w v w v wε
= = = = = = =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∑ ∑∑∑v w i i i i i× × ×

 
1 2 3

1 2 3 1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

1 2 3

( ) ( ) ( )v v v v w v w v w v w v w v w

w w w

= = − + − + −
i i i

i i i    (7.17-11) 

 ２階のテンソルは、以下の定義に従う。すなわち、方向を二つ持つ物理量である。例えば、表

面応力はテンソルの一つであるが、デカルト座標系では、以下のように表される。 
x x xx x y xy x z xz y x yx y y yy y z yz z x zx z y zy z z zzτ τ τ τ τ τ τ τ τ= + + + + + + + +τ i i i i i i i i i i i i i i i i i i  (7.17-12) 

上式で、 x yi i のような表現があるが、これは基底ベクトルの外積や内積を表しているのではなく、

２つの基底ベクトルの成分を持つという意味で、基底ベクトルが２つ並んでいるものととらえて

よい。これらの基底ベクトルの組み合わせ（３×３）は、unit dyad と呼ばれる（図 7.17-1）。ま

た、上式の xyτ で表される量は、それぞれの dyad の成分である。ベクトルは、３つの基底ベクト

ルに対して、それぞれ成分を持つ物理量であるが、２階のテンソルは、３つの基底ベクトルの２

つの組み合わせに、それぞれ成分がある物理量である。テンソルは、２階のみではなく、３階、

４階といくらでも多くの階数を持つものがつくれるが、本書で必要になるのは２階のテンソルの

みであるので、これ以上の説明は省略する。表面応力もテンソル量であるが、そのうちの１つの

成分 xyτ のうち、添字のxは応力の働く面に垂直なベクトルの方向であり、yはその応力の働く方

z

x  

y  

x xi i  

z

x

y

x yi i

z

x

y  

x zi i  

z

x  

y  

y xi i  

z

x

y

y yi i

z

x

y  

y zi i  

z

x  

y  

z xi i  

z

x

y

z yi i

z

x

y  

z zi i  

図 7.17-1 デカルト座標系における unit dyad
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向であった。したがって、 x yi i の xi は応力の働く面に垂直な基底ベクトル、 yi はその応力が働く

方向の単位ベクトルに対応する。ここで、前と同じように、添字について以下の書き換えをおこ

なう。 
 1x →   2y →   3z →  

そうすると、255H(7.17-12)式は、以下のように書き換えられる。 
 1 1 11 1 2 12 1 3 13 2 1 21 2 2 22 2 3 23 3 1 31 3 2 32 3 3 33τ τ τ τ τ τ τ τ τ= + + + + + + + +i i i i i i i i i i i i i i i i i iτ  

   
3 3

1 1
i j ij

i j

τ
= =

= ∑∑i i          (7.17-13) 

ここで、上記の unit dyad に関して以下の演算を定義する。 
 ( ) ( )( )i j k l j k i l jk ilδ δ= =i i i i i i i ii i:       (7.17-14) 

 [ ] ( )i j k i j k i jkδ= =i i i i i i ii i        (7.17-15) 

 [ ] ( )i j k i j k ij kδ= =i i i i i i ii i        (7.17-16) 

 { } ( )i j k l i j k l jk i lδ= =i i i i i i i i i ii i        (7.17-17) 

 
3

1
{ } [ ]i j k i j k jkl i l

l

ε
=

= = ∑i i i i i i i i× ×        (7.17-18) 

 
3

1
{ } [ ]i j k i j k ijk l k

l

ε
=

= = ∑i i i i i i i i× ×        (7.17-19) 

これらを用いると、以下に示すベクトルやテンソルの演算が定義できる。 

（１）ベクトルとベクトルのテンソル積（dyadic product） 

 ２つのベクトル量v、wからテンソルを生成する演算は、以下で定義される。 

   
3 3

1 1
i j i j

i j

v w
= =

= ∑∑vw i i         (7.17-20) 

（２）テンソルとテンソルのスカラー積 

 ２つのテンソル量τ、σ を以下のように定義する。 

   
3 3

1 1
i j ij

i j

τ
= =

= ∑∑τ i i         (7.17-21) 

   
3 3

1 1
i j ij

i j

σ
= =

= ∑∑σ i i         (7.17-22) 

ここで、テンソルとテンソルからスカラーを生成する演算は次のように定義される。 

   
3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
( ) ( )i j ij k l kl i j k l ij kl

i j k l i j k l

τ σ τ σ
= = = = = = = =

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎩ ⎭⎩ ⎭⎝ ⎠

∑∑ ∑∑ ∑∑∑∑τ σ i i i i i i i i: : :  

         
3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )j k i l ij kl il jk ij kl

i j k l i j k l

τ σ δ δ τ σ
= = = = = = = =

= =∑∑∑∑ ∑∑∑∑i i i ii i  

3 3

1 1
ij ji

i j

τ σ
= =

= ∑∑         (7.17-23) 

（３）テンソルとテンソルのテンソル積 

 ２つのテンソルからテンソルを生成する演算は以下のように定義される。 

   
3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
{ } { }i j ij k l kl i j k l ij kl

i j k l i j k l

τ σ τ σ
= = = = = = = =

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪= =⎨⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

∑∑ ∑∑ ∑∑∑∑τ σ i i i i i i i ii i i  
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3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
( )i j k l ij kl jk i l ij kl

i j k l i j k l

τ σ δ τ σ
= = = = = = = =

= =∑∑∑∑ ∑∑∑∑i i i i i ii  

3 3 3

1 1 1
i l ij kl

i l j

τ σ
= = =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑ ∑i i        (7.17-24) 

（４）テンソルとベクトルのベクトル積 

 テンソルとベクトルからベクトルを生成する演算は以下のように定義される。 

   
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
[ ] [ ]i j ij k k i j k ij k

i j k i j k

v vτ τ
= = = = = =

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦
∑∑ ∑ ∑∑∑τ v i i i i i ii i i  

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1
i jk ij k i ij j

i j k i j

v vδ τ τ
= = = = =

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑∑ ∑ ∑i i      (7.17-25) 

（５）テンソルとベクトルのテンソル積 

 テンソルとベクトルからテンソルを生成する演算は以下のように定義される。 

   
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
{ } [ ]i j ij k k i j k ij k

i j k i j k

v vτ τ
= = = = = =

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎪ ⎪= =⎨⎨ ⎬ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

∑∑ ∑ ∑∑∑τ v i i i i i i× × ×  

3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
jkl i l ij k i l jkl ij k

i j k l i l j k

v vε τ ε τ
= = = = = = = =

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑∑∑ ∑∑ ∑∑i i i i    (7.17-26) 
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7.18 ナブラ演算子による演算 

デカルト座標系では、ナブラ演算子は以下のように表される。Equation Section (Next) 

 x y zx y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

i i i        (7.18-1) 

添字などについて以下の書き換えをおこなう。 
 11 ( )x x x→ →  22 ( )y y x→ →  33 ( )z z x→ →  

そうすると、256H(7.18-1)式は、以下のように書き換えられる。 

 
3

1 2 3
11 2 3
i

i ix x x x=

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + =

∂ ∂ ∂ ∂∑i i i i       (7.18-2) 

これを、用いて次の演算が定義される。 

（１）スカラー量（方向性のない物理量）sの勾配（ベクトルを生成） 

 
3

1 2 3
11 2 3
i

i i

s s s s
s

x x x x=

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + =

∂ ∂ ∂ ∂∑i i i i       (7.18-3) 

（２）ベクトル量vの発散（スカラーを生成） 

 
3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) i

i j j i j j ij j
i j i j i j ii i i i

v
v v v

x x x x
δ

= = = = = = =

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑ ∑∑ ∑v i i i ii i i  (7.18-4) 

（３）ベクトル量vの回転（ベクトルを生成） 

 
3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1
[ ] [ ] k k

j k k j k ijk i
j k j k i j kj j j

v v
v

x x x
ε

= = = = = = =

⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎡ ⎤
∇ = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∑ ∑ ∑∑ ∑∑∑v i i i i i× × ×   

 

1 2 3

3 32 1 2 1
1 2 3

1 2 3 2 3 3 1 1 2

1 2 3

v vv v v v
x x x x x x x x x
v v v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i

i i i  (7.18-5) 

（４）ベクトル量vの勾配（テンソルを生成） 

 
3 3 3 3

1 1 1 1

j
i j j i j

i j i ji i

v
v

x x= = = =

∂⎡ ⎤⎡ ⎤∂
∇ = =⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑∑v i i i i      (7.18-6) 

（５）テンソル量τの発散（ベクトルを生成） 

 
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
[ ] [ ] jk

i j k jk i j k
i j k i j ki ix x

τ
τ

= = = = = =

⎡ ⎤ ∂⎧ ⎫⎡ ⎤∂
∇ = =⎢ ⎥⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎣ ⎦

∑ ∑∑ ∑∑∑τ i i i i i ii i i   

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1

jk ik
ij k k

i j k k ii ix x

τ τδ
= = = = =

∂ ⎛ ⎞∂
= = ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑∑∑ ∑ ∑i i      (7.18-7) 

（６）スカラー量（方向性のない物理量）sのラプラシアン（スカラーを生成） 

 
23 3 3 3 3

2
1 1 1 1 1

( ) i j ij
i j i j ii j i j i

s s s
s

x x x x x
δ

= = = = =

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ∇ = = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑ ∑i ii i    (7.18-8) 

（７）ベクトル量vのラプラシアン（ベクトルを生成） 

 
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
[ ] [ ]k k

i j k i j k
i j k i j ki j i j

v v
x x x x= = = = = =

⎛ ⎞⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪∇ ∇ = =⎜ ⎟⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎝ ⎠
∑ ∑∑ ∑∑∑v i i i i i ii i i   
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23 3 3 3 3

2
1 1 1 1 1

k k
i j k k

i j k k ii j i

v v
x x x

δ
= = = = =

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑∑∑ ∑ ∑i i      (7.18-9) 



 
73

7.19 座標変換 

円柱座標系では、Equation Section (Next) 

 cosx r θ=          (7.19-1) 
 siny r θ=          (7.19-2) 

 z z=           (7.19-3) 
逆に、 
 2 2r x y= +          (7.19-4) 

 arctan( / )y xθ =         (7.19-5) 

 z z=           (7.19-6) 
である。微分の chain rule を用いると、 

 0sin sin
cos cos

r z
x x r x x z r r z r r

θ θ θθ θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = − + × = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (7.19-7) 

 0cos cos
sin sin

r z
y y r y y z r r z r r

θ θ θθ θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = + + × = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (7.19-8) 

 0 0r z
z z r z z z r z z

θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = × + × + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
   (7.19-9) 

円柱座標系のそれぞれの基底ベクトルとデカルト座標系の基底ベクトルの間には、以下の関係が

ある。 
 0(cos ) (sin ) ( ) (cos ) (sin )r x y z x yθ θ θ θ= + + = +i i i i i i     (7.19-10) 

 0( sin ) (cos ) ( ) ( sin ) (cos )x y z x yθ θ θ θ θ= − + + = − +i i i i i i     (7.19-11) 

 0 0 1( ) ( ) ( )z x y z z= + + =i i i i i        (7.19-12) 

 0cos ( sin ) ( ) (cos ) (sin )x r z rθ θθ θ θ θ= + − + = −i i i i i i     (7.19-13) 

 0(sin ) (cos ) ( ) (sin ) (cos )r z rθ θ θθ θ θ θ= + + = +i i i i i i     (7.19-14) 

 0 0 1( ) ( ) ( )z r z zθ= + + =i i i i i        (7.19-15) 

直交性より、各基底ベクトル間には、以下の関係がある。 
 1( ) ( ) ( )r r z zθ θ= = =i i i i i ii i i        (7.19-16) 

 0( ) ( ) ( )r r z zθ θ= = =i i i i i ii i i        (7.19-17) 

デカルト座標系は、その基底ベクトル , ,x y zi i i が、どこの場所でも不変である都合のよい座標系

である。したがって、基底ベクトルに微分演算子が施されても変化することはない。すなわち、 

 0x x x y y y z z zx y z x y z x y z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
i i i i i i i i i   (7.19-18) 

である。しかしながら、円柱座標系や球座標系では、場所によってその方向が異なる基底ベクト

ルがある。また、円柱座標系の基底ベクトルに微分演算子を施すと、ゼロにはならず違うベクト

ルに変わる場合がある。例えば、 257H(7.19-11)式で示されるθ 方向の基底ベクトルに、 / θ∂ ∂ を施す

と以下のようになる。 

 ( sin ) (cos )x yθ θ θ
θ θ θ
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂
i i i  

       ( sin ) ( sin ) (cos ) (cos )x x y yθ θ θ θ
θ θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + +
∂ ∂ ∂ ∂

i i i i   (7.19-19) 
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ここで、 xi と yi は場所によって不変であるから、 

0xθ
∂

=
∂
i          (7.19-20) 

 0yθ
∂

=
∂
i          (7.19-21) 

である。よって、 

 θθ
∂
∂
i ( sin ) (cos ) ( cos ) ( sin )x y x y rθ θ θ θ

θ θ
∂ ∂

= − + = − + − = −
∂ ∂

i i i i i   (7.19-22) 

となることがわかる。このような、検討を行うと、以下の関係が導出される。 

 0r z z r zr r r z z zθ θθ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
i i i i i i i     (7.19-23) 

 r θθ
∂

=
∂
i i          (7.19-24) 

 rθθ
∂

= −
∂
i i          (7.19-25) 

また、ナブラ演算子は、デカルト座標系では、258H(7.18-1)式で与えられるが、259H(7.19-7)～260H(7.19-9)式と

261H(7.19-13)～262H(7.19-15)式の関係を用いると、 

 x y zx y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

i i i  

   sin
( cos sin ) cosr r rθ

θθ θ θ
θ

∂ ∂⎛ ⎞= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
i i       

    cos
( sin os ) sinr zc

r r zθ
θθ θ θ

θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

i i i  

   2 2 cos sin cos sin
cos sinr r r r r

θ θ θ θθ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
i     

    
2 2sin cos

sin os sin os zc c
r r r r zθ

θ θθ θ θ θ
θ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
i i  

   1
r zr r zθ θ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

i i i        (7.19-26) 

このようにして得られた、円柱座標系のナブラ演算子と速度ベクトルの内積を計算してみる。 

 ( )∇ =vi [ ]1
r z r r z zv v v
r r zθ θ θθ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎡ ⎤+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎝ ⎠

i i i i i ii  

が内積である。これを、各項に分解すると、 

 ( )∇ =vi ( ) ( ) ( )r r r r r z zv v v
r r rθ θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i i i ii i i  

 1 1 1
( ) ( ) ( )r r z zv v v

r r rθ θ θ θ θθ θ θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i i i ii i i  

 ( ) ( ) ( )z r r z z z zv v v
z z zθ θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i i i ii i i    (7.19-27) 

例えば、上式の第１項目は、 

 ( ) ( )0( ) r r r
r r r r r r r r r r r r

v v v
v v v

r r r r r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i i i i i i ii i i i i  (7.19-28) 

のように計算できる。これを、それぞれの項について行うと、 

 ( )∇ =vi ( ) ( ) ( )r z
r r r r z

vv v
r r r

θ
θ

∂∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
i i i i i ii i i  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1r r z
r r z

v vv v v
r r r r r

θ θ
θ θ θ θ θ θ θθ θ θ

∂∂ ∂
+ + + − +

∂ ∂ ∂
i i i i i i i i i ii i i i i  

( ) ( ) ( )r z
z r z z z

vv v
z z z

θ
θ

∂∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
i i i i i ii i i     (7.19-29) 

である。それぞれの基底ベクトルは直交しているので、 

 ( )∇ =vi rv
r

∂
∂

1 rv v
r r

θ

θ
∂

+ +
∂

zv
z

∂
+
∂

      (7.19-30) 

となる。 

球座標系では、 
 sin cosx r θ φ=          (7.19-31) 

 sin siny r θ φ=          (7.19-32) 

 cosz r θ=          (7.19-33) 
逆に、 
 2 2 2r x y z= + +         (7.19-34) 

 2 2arctan( / )x y zθ = +        (7.19-35) 

 arctan( / )y xφ =         (7.19-36) 

である。微分の chain rule を用いると、 

 cos cos sin
(sin cos )

sin
r

x x r x x r r r
θ φ θ φ φθ φ

θ φ θ θ φ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (7.19-37) 

 cos sin cos
(sin sin )

sin
r

y y r y y r r r
θ φ θ φ φθ φ

θ φ θ θ φ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (7.19-38) 

 ( )0sin
(cos )

r
z z r z z r r

θ φ θθ
θ φ θ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + = + − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
   (7.19-39) 

円柱座標系のそれぞれの基底ベクトルとデカルト座標系の基底ベクトルの間には、以下の関係が

ある。 
 (sin cos ) (sin sin ) (cos )r x y zθ φ θ φ θ= + +i i i i      (7.19-40) 

 (cos cos ) (cos sin ) ( sin )x y zθ θ φ θ φ θ= + + −i i i i      (7.19-41) 

 0( sin ) (cos ) ( )x y zφ φ φ= − + +i i i i        (7.19-42) 

 (sin cos ) (cos cos ) ( sin )x r θ φθ φ θ φ φ= + + −i i i i      (7.19-43) 

 (sin sin ) (cos sin ) (cos )y r θ φθ φ θ φ φ= + +i i i i      (7.19-44) 

 0(cos ) ( sin ) ( )z r θ φθ θ= + − +i i i i        (7.19-45) 

直交性より、各基底ベクトル間には、以下の関係がある。 
 1( ) ( ) ( )r r θ θ φ φ= = =i i i i i ii i i        (7.19-46) 

 0( ) ( ) ( )r rθ φ θ φ= = =i i i i i ii i i        (7.19-47) 

円柱座標系のときと同様に、球座標系の基底ベクトルに微分演算子を施すと、ゼロにはならず違

うベクトルに変わる場合がある。例えば、263H(7.19-11)式で示されるφ方向の基底ベクトルに、 / φ∂ ∂

を施すと以下のようになる。 

 ( )( sin ) (cos )x yφ φ φ
φ φ
∂ ∂

= − +
∂ ∂
i i i  

       ( sin ) ( sin ) (cos ) (cos )x x y yφ φ φ φ
φ φ φ φ
∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + +
∂ ∂ ∂ ∂

i i i i   (7.19-48) 
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ここで、 xi と yi は場所によって不変であるから、 

0xφ
∂

=
∂
i          (7.19-49) 

 0yφ
∂

=
∂
i          (7.19-50) 

である。よって、 

 φφ
∂
∂
i ( sin ) (cos ) ( cos ) ( sin )x y x yφ φ φ φ

φ φ
∂ ∂

= − + = − + −
∂ ∂

i i i i  

      (sin cos ) (cos cos ) ( sin ) ( cos )r θ φθ φ θ φ φ φ⎡ ⎤= + + − −⎣ ⎦i i i  

(sin sin ) (cos sin ) (cos ) ( sin )r θ φθ φ θ φ φ φ⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦i i i  

(sin ) (cos )r θθ θ= − −i i        (7.19-51) 

となることがわかる。このような検討を行うと、以下の関係が導出される。 

 0rr r rθ φ φθ
∂ ∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂ ∂
i i i i       (7.19-52) 

 r θθ
∂

=
∂
i i          (7.19-53) 

 rθθ
∂

= −
∂
i i          (7.19-54) 

 sinr φ θ
φ
∂

=
∂
i i          (7.19-55) 

 cosθ φ θ
φ
∂

=
∂
i i          (7.19-56) 

 sin cosrφ θθ θ
φ
∂

= − −
∂
i i i        (7.19-57) 

ナブラ演算子は、デカルト座標系では、 264H(7.18-1)式で与えられるが、 265H(7.19-37)～ 266H(7.19-39)式と

267H(7.19-43)～268H(7.19-45)式の関係を用いると、 

 x y zx y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

i i i  

(sin cos ) (cos cos ) (sin )r θ φθ φ θ φ φ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦i i i  

cos cos sin
(sin cos )

sinr r r
θ φ φθ φ

θ θ φ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

+ (sin sin ) (cos sin ) (cos )r θ φθ φ θ φ φ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦i i i  

cos sin cos
(sin sin )

sinr r r
θ φ φθ φ

θ θ φ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

[ ](cos ) ( sin )r θθ θ+ + −i i sin
(cos )

r r
θθ

θ
∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

 

   1 1
sinr r r rθ φθ θ φ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
i i i       (7.19-58) 

このようにして得られた、球座標系のナブラ演算子と速度ベクトルの内積を計算してみる。 

 ( )∇ =vi 1 1
sinr r rv v v

r r rθ φ θ θ φ φθ θ φ
⎛ ⎞⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ⎡ ⎤+ + + +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎝ ⎠
i i i i i ii    (7.19-59) 

が内積である。これを、各項に分解すると、 
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 ( )∇ =vi ( ) ( ) ( )r r r rv v v
r r θ θ φ φ φφ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i i i i i ii i i  

 1 1 1
( ) ( ) ( )r rv v v

r r rθ θ θ θ θ φ φθ θ θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i i i i i ii i i  

 1 1 1
( ) ( ) ( )

sin sin sinr rv v v
r r rφ φ θ θ φ φ φθ φ θ φ θ φ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i i i i i ii i i  (7.19-60) 

例えば、上式の第 7 項目は、 

 1 1 1
( )

sin sin sin
r

r r r r r

v
v v

r r rφ φ φθ φ θ φ θ φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i i i i i ii i i  

                    ( ) sin
sin

r
r

v
v
r rφ φ

θ
θ

= =i ii      (7.19-61) 

のように計算できる。上の計算では、( ) 0r φ =i ii と269H(7.19-55)式を用いている。これを、それぞれ

の項について行うと、次式を得る。 

 ( )∇ =vi 2
2

1
( )rr vr r

∂
∂

1
( sin )

sin
v

r θ θ
θ θ

∂
+

∂
1
sin

v

r
φ

θ φ
∂

+
∂

    (7.19-62) 

となる。 
 次に、テンソル量τの発散[ ]∇ τi （ベクトルを生成）を球座標系で計算する。簡単のために、

r方向の成分を求めるとする。[ ]∇ τi のr方向の成分を[ ]r∇ τi で表すとする。[ ]∇ τi の演算は、 

 [ ]∇ =τi {1 1
sinr r r rr r r r rr r rθ φ θ θ φ φτ τ τ

θ θ φ
⎡⎡ ⎤∂ ∂ ∂

+ + + +⎢⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣
i i i i i i i i ii  

          }r r r rθ θ θ θ θθ θ φ θφ φ φ φ θ φθ φ φ φφτ τ τ τ τ τ ⎤+ + + + + + + ⎦i i i i i i i i i i i i    (7.19-63) 

上式をそれぞれの項に分解して計算していく。例えば、上式中 iの左側の１項目と、 iの右側の

１項目の演算は、以下のようになる。 

 rr
r r r rr r r r r r r rr r r r rrr r r r

ττ τ τ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
i i i i i i i i i i i ii i i i  

0 0( ) ( ( )) ( )( )rr rr
r r r r r rr r r rr rr r

τ ττ τ∂ ∂
= + + =

∂ ∂
i i i i i i i ii i i   (7.19-64) 

また、270H(7.19-63)式中の iの左側の２項目と、 iの右側の４項目の演算は、以下のようになる。 

 1 1 r r r
r r r r rr r r r

θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ

τ τ ττ
θ θ θ θ

∂∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
i i i i i i i i i i i ii i i i  

1
( )r r r

r r rr r r
θ θ θ

θ θ θ θ θ θ
τ τ τ
θ

∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂
i i i i i i i i ii i i  

1
( ) ( ) ( )r r r

r r rr r r
θ θ θ

θ θ θ θ θ θ
τ τ τ
θ

∂
= − +

∂
i i i i i i i i ii i i  

1 r r
r r r

θ θ
θ

τ τ
θ

∂
= +

∂
i i       (7.19-65) 

上式の２項目は、θ 方向の成分であるため、r方向の成分からは除外される。このようにして、

根気強く計算を続ければ、次式を得る。 

 [ ]r∇ =τi 2
2

1 1
( ) cosr r

rrr
r r r r

φ φτ τ
τ θ

θ
∂∂

+ +
∂ ∂

1
sin

r

r r
φ θθ φφτ τ τ

θ φ
∂ +

+ −
∂

  (7.19-66) 

 非圧縮性（密度 ρ が一定）で、粘性係数μが一定であるニュートン流体の運動量保存式の円柱

座標系への変換は比較的簡単であるので、実際に導出してみる。ベクトル表示された、上記流体
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の運動量の保存式は、 
D
Dt

ρ =
v

( )
t

ρ ∂⎛ ⎞+ ∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠
v vi 2P μ= −∇ + ∇ v ρ+ g      (7.19-67) 

である。ここで、体積力の項は、円柱座標では以下のようになる。 
( )r rg g gθ θ φ φρ ρ= + +g i i i        (7.19-68) 

上式、271H(7.19-26)および272H(7.19-30)式を用いると、273H(7.19-67)式は、 

( )1
r z r r z zv v v v v v

t r r zθ θ θρ
θ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
i i i  

1
r z

P P P
r r zθ θ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
i i i μ+ 2∇ ( )r r z zv v vθ θ+ +i i i ( )r rg g gθ θ φ φρ+ + +i i i  (7.19-69) 

ここで、 

( ) r z
r r z z r z

vv v
v v v

t t t t
θ

θ θ θ
∂∂ ∂ ∂

+ + = + +
∂ ∂ ∂ ∂
i i i i i i      (7.19-70) 

また、 

( )1
r z r r z zv v v v v v
r r zθ θ θθ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

i i i  

= rv r
∂
∂

( )r rvi
1

v
rθ θ

∂
+

∂
( )r rvi zv z

∂
+

∂
( )r rvi rv r

∂
+

∂
( )vθ θi 1

v
rθ θ

∂
+

∂
( )vθ θi zv z

∂
+

∂
( )vθ θi  

  rv r
∂

+
∂

( )z zvi
1

v
rθ θ

∂
+

∂
( )z zvi zv z

∂
+

∂
( )z zvi  

= ri r
r

v
v
r

∂
∂

+ r rv v r
∂
∂ ri

1 r
r

v
v
rθ θ
∂

+
∂

i 1
r rv v
rθ θ

∂
+

∂
i z

r z

v
v
z

∂
+

∂
i z zv v z

∂
+

∂ ri  

r

v
v
r
θ

θ
∂

+
∂

i rv v rθ
∂

+
∂ θi

1 v
v
r

θ
θ θ θ

∂
+

∂
i 1

v v
rθ θ θθ

∂
+

∂
i z

v
v
z
θ

θ
∂

+
∂

i zv v zθ
∂

+
∂ θi  

  z
z r

v
v
r

∂
+

∂
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上式の導出では、274H(7.19-23)～275H(7.19-25)式を用いた。以下の導出でもこれらの式を用いる。さらに、 
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であるから、 
2∇ ( )r r z zv v vθ θ+ +i i i  

=
2 2 2

2 2 2 2

1 1
r r r r zθ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

( )r r z zv v vθ θ+ +i i i  

= ri
2 2 2

2 2 2 2

1 1
r r r r zθ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

rv + 2

1 rv
r θ

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠ θ

∂
∂ ri  

+ θi
2 2 2

2 2 2 2

1 1
r r r r zθ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

vθ + 2

1 v
r

θ

θ
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠ θ
∂
∂ θi  

   + zi
2 2 2

2 2 2 2

1 1
r r r r zθ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

zv  

= ri
2 2

2 2 2

1 1r r rv v v
r

r r r r zθ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

+ θi 2

1 rv
r θ

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

+ θi
2 2

2 2 2

1 1v v v
r

r r r r z
θ θ θ

θ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

− ri 2

1 v
r

θ

θ
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

   + zi
2 2

2 2 2

1 1z z zv v v
r

r r r r zθ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

      (7.19-73) 

上式、276H(7.19-70)および277H(7.19-71)式を278H(7.19-69)式に代入して、それぞれの基底ベクトル ri 、 θi 、 zi ご

とに、成分をまとめれば、円柱座標系での運動量の保存式が得られる。 
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7.20 ベッセル関数 

以下の微分方程式をベッセルの微分方程式という。Equation Section (Next) 

 
2

2 2 2
2 0( )

d y dy
x x x k y
dx dx

+ + − =        (7.20-1) 

ただし、kは 0k ≥ なる整数であるとする。上式の一般解は、以下のように表される。 
 1 2( ) ( )k ky C J x C Y x= +         (7.20-2) 

( )kJ x はk次の第１種ベッセル関数、 ( )kY x はk次の第２種ベッセル関数とよばれ、次式で与えら

れる。  
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2 1 2

( )
( )

! ( )

k mm

k
m

x x
J x

m k m
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( )
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k k
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J x k J x
Y x

kx
π −−

=        (7.20-4) 

また、 ( )Γ はガンマ関数であり、次式で与えられる。 

 1

0
( ) xx e dξξ ξ

∞ − −Γ = ∫  0( )x >        (7.20-5) 

特に、nが正の整数ならば、 
 1( ) !n nΓ + =          (7.20-6) 

である。k次の第１種ベッセル関数、k次の第２種ベッセル関数の計算結果を図 7.20-1 に、ガン

マ関数の計算結果を図 7.20-2 に示す。ベッセル関数には以下の性質がある。 
 0 0 1( )J =          (7.20-7) 

 1 0 0( )J =          (7.20-8)
 0 0( )Y = −∞          (7.20-9) 

 1 0( )Y = −∞          (7.20-10) 
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図 7.20-1 k次のベッセル関数 
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 0 1( ) ( )xJ x dx xJ x=∫         (7.20-13) 

 0 1( ) ( )xY x dx xY x=∫         (7.20-14) 
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次式を満足するaの根は複素数ではなく、重根もないことが知られている。 
 0 0( )J a =          (7.20-18) 

それらの根は以下のようになる。 
1 2 3 4 5 6 2 4048 5 5201 8 6537 11 7015 14 9309 18 0711, , , , , , . , . , . , . , . , . ,a a a a a a ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  (7.20-19) 

上に示された根を用いると、ベッセル関数には以下の関係が成り立つ。 
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1 2 2

0 10

1
2

[ ( )] [ ( )]n nJ a d J aξ ξ ξ ξ=∫        (7.20-21) 

1

0 10

1
( ) ( )m m

m

J a d J a
a

ξ ξ ξ =∫        (7.20-22) 

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

  
 

 

図 7.20-2 ガンマ関数 
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7.21 流線の式 

 図 7.21-1（簡単のため２次元で考える）に示すように、ある瞬間に流れ場の中に一つの曲線

を考え、その曲線上の各点で接線を引いたとする。その接線の方向が、速度ベクトルの方向と一

致するときに、この曲線を流線と呼ぶ。図からわかるように、接線ベクトルと速度ベクトルの方

向が一致する必要があるので、流線では以下の式を満足する必要がある。Equation Section (Next) 

=
x y

dx dy
v v

         (7.21-1) 

上では２次元で考えたが、３次元のデカルト座標系では、流線の方程式は以下のようになる。 

= =
x y z

dx dy dz
v v v

         (7.21-2) 

 

 

 

図 7.21-1 流線 
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