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実時間で非線形最適制御問題を解いて制御入力を決定するフィードバック制御

手法は，実現できれば適用範囲がきわめて広いものの，多大な計算量のため，前

世紀には不可能とされていた。しかし，今世紀に入ると，コンピュータの急速

な発展により実現の可能性が高まり，実時間最適化に特化した数値解法が活発

に研究されはじめた。そして，近年，実時間最適化によるフィードバック制御

が実問題に適用されつつあり，幅広い分野への波及効果が期待される。

本書は，実時間最適化による制御として特にモデル予測制御（receding horizon

制御）を取り上げ，その問題設定と数値計算アルゴリズム，プログラミングツー

ルを概説し，自動操船システムにおける実用化事例，航空機誘導の飛行実験事

例の他，自動車，ロボットなどへの適用事例を解説する。特に，制御目的をど

のように最適化問題として定式化するか，計算環境と計算時間，評価関数の調

整方法など，実応用におけるポイントに重点を置き，実問題に携わる技術者に

とって有用な情報を提供する。さらに，偏微分方程式で記述される熱流体シス

テムへの適用，他の問題設定など，今後の発展の可能性についても解説し，研

究者に研究動向の情報を提供する。
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よう，最適制御と実時間最適化アルゴリズムについても概説している。各章の
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1
問題設定とアルゴリズム

1.1 本 章 の 概 要

本書では，実時間最適化（real-time optimization）による制御の手法として，

モデル予測制御（model predictive control，MPC）を扱う。モデル予測制御

とは，各時刻で有限時間未来までの最適制御問題（optimal control problem）

を解いて制御入力を決定するフィードバック制御手法であり，最適制御問題を

十分速く数値的に解くことさえできれば，さまざまなシステムに対してさまざ

まな目的や拘束を考慮した制御が行える。モデル予測制御を適切に設計するに

は最適制御問題の知識が必要であり，モデル予測制御を実現するには最適制御

問題をフィードバック制御のサンプリング周期内に解くための数値計算アルゴ

リズムが必要である。そこで，本章では，まず最初に最適制御の問題設定と最

適制御が満たすべき条件を概説する。続いて，モデル予測制御の問題設定を述

べ，モデル予測制御を実現するための実時間最適化アルゴリズムについて概説

する。

1.2 最適制御問題

最適制御問題とは，ダイナミカルシステムが何らかの意味で最適な応答を達

成するよう制御入力（操作量）を決定する問題である。一般に，ダイナミカル

システムは，次のような状態方程式（state equation）で表される。
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2 1. 問題設定とアルゴリズム

ẋ(t) = f(x(t), u(t), p(t)) (1.1)

ここで，x(t)は状態ベクトルと呼ばれ，システムの振る舞いを表す変数（状態変

数）を要素に持つベクトルである。また，u(t)は制御入力ベクトルと呼ばれ，シ

ステムに対する制御入力（操作量）を要素に持つベクトルである。さらに，p(t)

はシステムに含まれる時変パラメータのベクトルである。システムの応答を最

適化するという目的は，しばしば次のような評価関数（performance index）を

最小化することに帰着される。

J = ϕ(x(tf ), p(tf )) +
∫ tf

t0

L(x(t), u(t), p(t))dt (1.2)

ここで，t0 は制御を開始する初期時刻，tf は制御を終了する終端時刻であり，

初期時刻から終端時刻までの時間区間を評価区間（horizon）という。評価関

数におけるスカラー値関数 ϕと Lを適切に設定することで，さまざまな目的

を表現できる。例えば，状態が追従すべき参照軌道を時変パラメータ p(t)に含

めれば，軌道追従問題を扱うこともできる。制御にあたっては，システムの初

期状態 x(t0)が与えられている場合や，終端時刻において到達すべき終端状態

x(tf )が与えられている場合などがある。より一般には，初期時刻において成

り立つべき初期条件 χ(x(t0), p(t0)) = 0や終端時刻において成り立つべき終端

条件 ψ(x(tf ), p(tf )) = 0が課される場合もある。

状態方程式に加えて，制御を行うすべての時刻において守らなければならな

い条件が，拘束条件（constraint）として

C(x(t), u(t), p(t)) = 0 (t0 <= t <= tf ) (1.3)

と与えられることもある。ここで，C は，0に拘束されるべき関数を要素に持つ

ベクトルである。なお，拘束条件が等式ではなく不等式C(x(t), u(t), p(t)) <= 0

（C はスカラー）の場合は，仮想的な制御入力（ダミー入力）v(t)を導入して，

C(x(t), u(t), p(t))+v2(t) = 0という等価な等式拘束条件に変換することができ

る。もしくは，拘束条件が破られると発散するバリア関数− log(−C(x(t), u(t),

p(t)))や −1/C(x(t), u(t), p(t))を評価関数に加える方法もある。
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1.2 最 適 制 御 問 題 3

例 1.1 (セミアクティブダンパ) ばね質点ダンパシステムの振動を減衰

係数によって制御することを考えよう。外力でなく減衰係数を（非負の範

囲で）操作して振動を減衰させる装置をセミアクティブダンパという。セ

ミアクティブダンパは，例えば自動車のサスペンションやビルの制振装置

などに使われている。図 1.1のように，質点の変位を y(t)，質点の質量を

m，ばねのばね係数を kとし，制御入力である減衰係数を u(t)で表すと，

運動方程式は

mÿ(t) + u(t)ẏ + ky(t) = 0 (1.4)

となる。ここで，減衰係数の大きさには制約があり

0 <= u(t) <= umax (umax > 0) (1.5)

を満たさなければならないものとする。

y

k

u

m

図 1.1 セミアクティブダンパ

状態ベクトルを x = [x1 x2]T = [y ẏ]T と定義すると，運動方程式から

次のような状態方程式が得られる。⎡
⎣ ẋ1(t)

ẋ2(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ x2(t)

− k
m
x1(t)− 1

m
x2(t)u(t)

⎤
⎦

この式の右辺が，式 (1.1)の f に相当する。これは，状態変数 x2(t)と制

御入力 u(t)の積が含まれる非線形システムになっている。また，式 (1.5)

の不等式拘束条件は
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4 1. 問題設定とアルゴリズム

C(x(t), u(t), v(t)) =
(
u(t)− umax

2

)2

+ v2(t)− u2
max

4
= 0

という等式拘束条件に書き替えることができる。上式は，u-v 平面におい

て，中心が (umax/2, 0)で半径が umax/2の円を表しており，その円周上

の点 (u, v)は，必ず 0 <= u <= umax を満たす。

制御の目的を，できるだけ小さい入力で速やかに変位を 0に収束させる

こととすると，評価関数は，例えば

J =
1
2
xT(tf )Sfx(tf ) +

1
2

∫ tf

t0

(
xT(t)Qx(t) + ru2(t)

)
dt

のように選ぶことが考えられる。ここで，Sf とQは準正定な 2×2行列，r

は正のスカラーであり，いずれも重みと呼ばれる。2次形式 xT(tf )Sfx(tf )

と xT(t)Qx(t)は状態ベクトル xが原点からどれだけ離れているかを表し，

ru2(t)は入力の大きさを表している。変位，速度，入力それぞれの大きさ

をどれくらい重視するかに応じて重みを設定する。ただし，重みと応答の

関係は定性的なものなので，最適制御による応答を見ながら重みを調整す

る必要がある。

1.3 停 留 条 件

最適制御問題の評価関数 J は，状態 x(t)と制御入力 u(t)という時間関数に

よって値が決まる汎関数と見なすことができる。したがって，最適制御問題は，

状態方程式と等式拘束条件の下で汎関数を最小化する変分問題になっている。

例えば，初期状態 x(t0) = x0 が与えられていて終端状態 x(tf )が自由な場合，

変分法によって汎関数の停留条件（stationary condition）を求めると，最適制

御が満たすべき必要条件が次のように得られる1), 2)。

ẋ(t) = f(x(t), u(t), p(t)) (1.6)

x(t0) = x0 (1.7)
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1.3 停 留 条 件 5

λ̇(t) = −
(
∂H

∂x

)T

(x(t), u(t), λ(t), μ(t), p(t)) (1.8)

λ(tf ) =
(
∂ϕ

∂x

)T

(x(tf ), p(tf )) (1.9)

∂H

∂u
(x(t), u(t), λ(t), μ(t), p(t)) = 0 (1.10)

C(x(t), u(t), p(t)) = 0 (1.11)

ここで

H(x, u, λ, μ, p) = L(x, u, p) + λTf(x, u, p) + μTC(x, u, p)

はハミルトン関数（Hamiltonian）と呼ばれるスカラー値関数であり，λは随伴

変数（adjoint variables）または共状態（costate）と呼ばれる変数のベクトル，μ

は拘束条件 C(x, u, p) = 0に対応するラグランジュ乗数のベクトルである。式

(1.6)～(1.11)はオイラー・ラグランジュ方程式（Euler-Lagrange equations）

と呼ばれ，最適制御問題において基本的な条件である。また，随伴変数の微分

方程式 (1.8)を随伴方程式（adjoint equation）という。

オイラー・ラグランジュ方程式 (1.6)～(1.11)を見ると，式 (1.6)，(1.7)，(1.11)

はもともと与えられた状態方程式，初期条件，拘束条件そのものである。式 (1.10)

は制御入力uと同じ数の代数方程式を与えており，式 (1.11)と併せて，(u(t), μ(t))

に対する代数方程式を与えている。したがって，適切な問題設定がなされていれ

ば，(u(t), μ(t))は (x(t), λ(t), p(t))によって定まる。その結果，式 (1.6)，(1.8)

は (x(t), λ(t))の連立常微分方程式になる。ただし，x(t)に対しては初期条件

(1.7)が与えられているのに対し，λ(t)に対しては終端条件 (1.9)が与えられて

いるため，いわゆる 2点境界値問題（two-point bondary-value problem）に

なっている。常微分方程式の初期値問題であればルンゲ・クッタ法などさまざ

まな数値解法によって解くことができるが，2点境界値問題の場合は，初期条件

と終端条件の両方を満たすような解を何らかの方法で探索する必要がある。そ

のため，最適制御問題の数値解法は複雑となり，計算量も多くなる。最適制御問

題の数値解法としては，例えば，勾配法やニュートン法がある。いずれも解の修
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6 1. 問題設定とアルゴリズム

正を反復する方法であり，コンピュータの急速な進歩をもってしても，与えら

れた初期状態に対する最適制御を即座に計算することは一般に困難である。ま

た，数値解法によって求められる最適制御は時刻 t の関数であり，フィード

フォワード制御になる。したがって，システムの状態に応じて制御入力を決め

るフィードバック制御に比べて外乱やモデル誤差の影響を受けやすい。仮に，

すべての状態と時刻に対する最適制御をあらかじめ計算して保存しておけば，

状態フィードバック制御が実現できるが，状態の次元が大きい場合には膨大な

計算量と記憶量が必要となり現実的ではない。

以上で述べた停留条件や数値解法の詳細については，最適制御に関する成

書1), 2) を参照されたい。現実的な最適制御問題の例については，文献3), 4)が

参考になる。

1.4 モデル予測制御

式 (1.2)の評価関数を最小にする最適制御問題は，たとえわずかな計算量で

解けるとしても，フィードバック制御の用途には向かない。なぜなら，フィー

ドバック制御は，通常，継続的に行われるものであって，開始時刻や終了時刻

が決まっていないのに対し，初期時刻と終端時刻の固定された最適制御問題で

は評価区間以外の時刻における制御入力が決まらないからである。最適制御問

題によって継続的なフィードバック制御を実現するためには，しばしば無限評

価区間が用いられるが，特殊な場合を除いて解くことができない。

そこで，有限な評価区間の最適制御問題を数値的に解くことで継続的なフィー

ドバック制御を実現する方法を考える必要がある。そのような問題設定として，

有限な評価区間が時間とともに移動していく最適制御問題が考えられる。すな

わち，各時刻 tにおける評価関数が

J = ϕ(x(t+ T ), p(t+ T )) +
∫ t+T

t

L(x(τ), u(τ), p(τ))dτ (1.12)

で与えられる最適制御問題である。ここで，T はどれだけ未来までを最適化する
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1.4 モデル予測制御 7

かを表す評価区間長さである。この評価関数を最小にする最適制御 uopt(τ)は，

現在時刻 tから有限時間未来 t+T までの評価区間†にわたる時間関数として定め

られ，その時間関数は現在の時刻 tと状態 x(t)にも依存するので，uopt(τ ; t, x(t))

と表せる。したがって，各時刻における実際の制御入力 u(t)を，その時刻で数

値的に求めた最適制御の初期値によって

u(t) = uopt(t; t, x(t)) (1.13)

と与えることにすれば，状態フィードバック制御が実現できることになる。図

1.2のように，ある時刻 t1 における最適化で決定された評価区間上の制御入力

の時刻 t (t1 <= t <= t1 + T )における値 uopt(t; t1, x(t1))は，あくまでその時点

での予測値であって，実際の制御入力である u(t) = uopt(t; t, x(t))とは一般に

異なることに注意されたい。また，制御入力は，その時刻の状態 x(t)から数値

計算によって決定されるので，状態フィードバック制御則 uopt(t; t, x(t))は陽

に求められない。これは，オンラインでの最適化を前提としない従来のフィー

ドバック制御系との大きな違いである。このように，各時刻で有限時間未来ま

での応答を最適化してフィードバック制御を実現する手法を，モデル予測制御

ないし receding horizon制御という。

本書では，実時間最適化による制御としてこのモデル予測制御を扱う。なぜ

u
u（t1）＝uopt（t1； t1, x（t1））

uopt（t； t1, x（t1））

uopt（t； t2, x（t2））

u（t）＝uopt（t； t, x（t））

tO t1 t1＋T t2＋Tt2

図 1.2 各時刻における有限時間未来までの最適化によって
決まる制御入力

† モデル予測制御における評価区間を予測ホライズン（prediction horizon）ともいう。
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