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□□□□□□□□□ ま え が き □□□□□□□□□

本書は，システム制御を学ぶ人のための最適化理論の入門書である。最適化

はシステム制御の研究における根幹をなしており，システム制御を学ぶ者にとっ

て最適化の基礎を学ぶことは必要不可欠といえる。特に，システム制御における

最適化では，1980 年代後半に線形行列不等式（linear matrix inequality; LMI）

が登場したことと，その最適化問題を数値的に解くソフトウェアであるソルバー

が普及したことは，大きな出来事であった。それ以来，システム制御の研究は，

制御系設計問題を最適化問題に帰着させてソルバーで数値的に解く方法が主流

になっており，最適化問題に帰着させるための数学的技法も数多く提案されて

いる。その意味で，そのような数学的技法を習得することは重要であるが，問

題の本質に迫るためには，表面的に技法を駆使してソルバーを適用するのでは

なく，ソルバーを使う前に，問題をさまざまな角度から眺めて理論的に考察す

る必要がある。そのためには，最適化の基礎理論を身につけておくことが不可

欠であり，本書はそのような観点で，最適化の基礎理論から，システム制御の

最適化に関連した最近の話題までを，公式集的な技法の羅列ではなく，本質的

な意味も含めて理解できるように解説することを目的として書いたものである。

本書は，対象として学部高学年から大学院の学生を想定した入門書である。

ただし，システム制御の研究者にも役立つ本となることも意識して執筆した。

本書の 1～3章では，最適性条件，凸関数，線形計画法など，初めて最適化理論

を学ぶ学生のために，最適化の基礎理論を解説している。その中で，ラグラン

ジュ双対，準凸関数，線形計画法の双対定理や感度分析など，システム制御の

研究に重要な部分をていねいに記述した。そして，本書の 4章以降では，シス

テム制御の研究に直接的に関係する，線形行列不等式，平方和最適化，確率的

手法などについて記述している。このような内容を確率的手法までを含めてま
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iv ま え が き

とめたものは，ほかには見当たらない。このことから，本書がシステム制御を

学ぶ学生だけでなく研究者にも興味の持てる内容になったとすれば，うれしい

限りである。

本書の執筆は，1 章，2 章，5 章と付録の一部を延山が担当し，3 章，4 章，

6 章と付録のほとんどを瀨部が担当した。最後に，本書の執筆を勧めていただ

いた編集委員の皆様，校正を手伝っていただいた研究室の学生諸君，そして何

年にもわたって遅筆の筆者らを叱咤し，最後まで励ましていただいたコロナ社

に，心より感謝いたします。

2015年 4月

延山英沢
瀨部　昇
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本 書 で 用 い る 記 号 v

本書で用いる記号

j 虚数単位を表すことがある

Re(z) 複素数 z の実部

R 実数全体の集合

Rm×n m× n の実数行列の集合

C 複素数全体の集合

Cm×n m× n の複素行列の集合

R[x] x の実係数多項式の集合

R[x]m×n x の実係数多項式を要素とする m× n の行列

R+[x] x の非負多項式の集合（定義5.1）

Σ[x] x の平方和多項式の集合（定義5.1）

ΣN [x] x の N 次以下の平方和多項式の集合（定義5.1）

ΣN [x]r×r x の r × r の平方和多項式行列の集合（定義5.2）

deg
(
f(x)

)
多項式，または多項式行列 f(x) の次数

∅ 空集合

maxS 集合 S の最大値（式 (1.3)のように関数 f(x) の最大化

の意味でも使う）

0 スカラーの零，あるいは零ベクトル

O 零行列（特に m× n の零行列は Om×n と表す）

I 単位行列（特に n× n の単位行列は In と表す）

MT 行列 M の転置行列

M∗ 行列 M の共役転置行列

M−1 行列 M の逆行列

M−T 行列 M の転置行列 MT の逆行列
(
MT

)−1

M+ 行列 M の擬似逆行列（定義A.2）

M⊥ 行列 M に対して M∗M⊥ = O を満たす行列（厳密な定

義は定義A.3を参照のこと）

diag{D1, · · · , Dn} 行列 D1, · · · , Dn をブロック対角に並べた行列
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vi 本 書 で 用 い る 記 号

detM 正方行列 M の行列式

rank M 行列 M のランク

tr(M) 行列 M のトレース

He(M) He(M)=M+M∗（M ∈Rn×n なら He(M)=M+MT）

A⊗B 行列 A, B のクロネッカー積（定義A.6）

A •B A •B = tr(ATB)（定義A.7）

M ≻ O 行列 M が正定値行列であることを示す（定義A.4）

M ≽ O 行列 M が半正定値行列であることを示す（定義A.4）

A ≻ B 行列 A−B が正定値行列であることを示す

A ≽ B 行列 A−B が半正定値行列であることを示す

� 対称行列の対称部分を省略して表記する

例：

[
M11 MT

21

M21 M22

]
=

[
M11 �
M21 M22

]
x 5 y ベクトル x と y の要素ごとの大小関係を表す不等式

（x < y，x = y，x > y も同様に用いる）

∥x∥ ベクトル x のユークリッドノルム（=
√
xTx）

∥G(s)∥2 伝達関数行列の H2 ノルム

∥G(s)∥∞ 伝達関数行列の H∞ ノルム

a := b a を b と定義する

s.t.～ “subject to ～”（～の条件のもとで）を表すコ
ロ

ナ
社
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1
最適化の基礎

本章では，最適化の基礎として，種々の定義を行った後，最適点が満
たすべき条件である最適性条件について説明する。さらに，最適化にお
いてさまざまな場面で重要な役割を果たすラグランジュ双対について説
明する。最後に，制御への応用として，最適制御問題に対する最適ゲイ
ンを最適性条件の観点から導出できることを示す。

1.1 最適化問題と最適性条件

1.1.1 最 適 化 問 題

最適化問題（optimization problem）とは，与えられた制約のもとで，目的関

数と呼ばれる関数を最小（あるいは最大）にする変数の値を求める問題である。

このような問題は，数理計画問題（mathematical programming problem）と

も呼ばれる。

ここで，関数 f(x)

f : Rn → R (x ∈ Rn) (1.1)

を目的関数（objective function）とする。このとき，その変数 xを決定変数

（decision variable）と呼ぶ。決定変数 x に制約がない場合，つまり x の範囲

が全空間 x ∈ Rn の場合の最適化問題を制約なし最適化問題と呼び，ある集合

F ⊂ Rn により x の範囲が x ∈ F と制約されている場合の最適化問題を制約
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2 1. 最 適 化 の 基 礎

付き最適化問題と呼ぶ。ここで，制約条件を満たす x の集合 F を実行可能領

域（あるいは実行可能集合，可能領域，許容領域）（feasible region）と呼び，実

行可能領域に含まれる点 x を実行可能解（feasible solution）と呼ぶ。それに対

し，制約条件を満たさない xを実行不能解（あるいは実行不可能解）（infeasible

solution）と呼ぶ。制約なし最適化問題の場合は全空間 Rn が実行可能領域で

あり，任意の点 x ∈ Rn が実行可能解となる。これらの定義より，最適化問題

とは，実行可能解のうちで目的関数を最小あるいは最大にするものを求める問

題であるといえる。しかし，制約付き最適化問題は必ずしも実行可能解が存在

するとは限らない。そのように実行可能領域が空集合である場合，最適化問題

は実行不能（あるいは実行不可能）（infeasible）であるという。それに対し，実

行可能解が存在する場合，最適化問題は実行可能（feasible）であるという。

つぎに，記法について説明する。制約なし最小化問題は

minimize
x∈Rn

f(x)　あるいは簡略化して　 min
x∈Rn

f(x) (1.2)

と表し，制約なし最大化問題は

maximize
x∈Rn

f(x)　あるいは簡略化して　 max
x∈Rn

f(x) (1.3)

と表す。ただし，この最大化問題は，目的関数の符号を反転した最小化問題

min
x∈Rn

−f(x) (1.4)

と等しくなるので，一般に最適化問題を考える場合は，最小化問題と最大化問

題のどちらかを考えれば十分である。以下では，最小化問題だけを考えること

とし，簡略化した min を用いて表すこととする。

制約付き最小化問題は

min
x∈F

f(x) あるいは　min f(x) s.t. x ∈ F (1.5)

と表す。この “s.t.”は “subject to”の省略形である。特に，F = Rn の場合

は，制約なし最小化問題 (1.2)となる。
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1.1 最適化問題と最適性条件 3

制約付き最適化問題において，実行可能領域 F を表す条件は数式で表すこ

とが難しい場合も多いが，等式や不等式を用いて表すのが一般的である。具体

的には，関数 hi(x) (i = 1, · · · , r) と gj(x) (j = 1, · · · ,m) を用いて

等式制約： h1(x) = 0, h2(x) = 0, · · · , hr(x) = 0 (1.6)

不等式制約：g1(x) 5 0, g2(x) 5 0, · · · , gm(x) 5 0 (1.7)

を考えると，実行可能領域は

F = {x ∈ Rn | h1(x) = 0, h2(x) = 0, · · · , hr(x) = 0,

g1(x) 5 0, g2(x) 5 0, · · · , gm(x) 5 0} (1.8)

と表せる。また，実行可能領域が式 (1.8)で与えられる制約付き最小化問題 (1.5)

は，等式制約と不等式制約を直接用いて

min
x∈Rn

f(x) (1.9a)

s.t. h1(x) = 0, h2(x) = 0, · · · , hr(x) = 0 (1.9b)

g1(x) 5 0, g2(x) 5 0, · · · , gm(x) 5 0 (1.9c)

と表すことが多い。明らかな場合は，x ∈ Rn を省略することもある。ここで，

記法を簡略化するために，ベクトル値関数

h : Rn → Rr, g : Rn → Rm (1.10)

を次式で定義する。

h(x) :=


h1(x)

...

hr(x)

, g(x) :=


g1(x)
...

gm(x)

 (1.11)

この定義を用いて，制約付き最小化問題 (1.9)を

min
x∈Rn

f(x) s.t. h(x) = 0, g(x) 5 0 (1.12)

と表すことにする。ただし，不等号はベクトルの要素ごとの不等号とする。
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4 1. 最 適 化 の 基 礎

1.1.2 大域的最小解と局所的最小解

最小化問題 (1.5)に対して求めたいものは，制約条件を満たす x ∈ F の中で

目的関数を最小にするもの，すなわち

f(x⋆) 5 f(x) (∀x ∈ F) (1.13)

を満たす x⋆ ∈ Rn である。この x⋆ を問題 (1.5)に対する大域的最小解（あ

るいは大域的最小点）（global minimum solution; global minimizer; global

minimum point）と呼び，その点での値 f(x⋆)を大域的最小値（global minimum;

global minimum value）と呼ぶ。特に，x⋆以外で等式が成立しない場合，すなわち

f(x⋆) < f(x) (∀x ∈ F , x ̸= x⋆) (1.14)

のとき，x⋆ を狭義の大域的最小解（strong（または strict）global minimum

solution）などと呼ぶ。

しかし，大域的最小解を求めることは難しいことが多く，局所的に最小とな

る実行可能解，すなわち，ある ε > 0 に対する x⋆ の近傍 B(x⋆, ε) に対して

f(x⋆) 5 f(x) (∀x ∈ F ∩B(x⋆, ε)) (1.15)

を満たす x⋆ ∈ Rn を求めるところまでで満足しなければならないことが多い。

ただし，B(x, ε) := {x | x ∈ Rn, ∥x− x⋆∥ < ε} である。式 (1.15)を満たす

ような ε > 0 が存在するとき，x⋆ を問題 (1.5)に対する局所的最小解（あるい

は局所的最小点）（local minimum solution; local minimizer; local minimum

point）と呼び，その点での値 f(x⋆) を局所的最小値（local minimum; local

minimum value）と呼ぶ。特に，x⋆ 以外で等式が成立しない場合，すなわち

f(x⋆) < f(x) (∀x ∈ F ∩B(x, ε), x ̸= x⋆) (1.16)

のとき，x⋆ を狭義の局所的最小解（strong（または strict）local minimum

solution）などと呼ぶ。

変数がスカラー（x ∈ R）で f(x) が微分可能な場合，図 1.1 (a)のように，

制約なし最小化問題では，すべての局所的最小解 x⋆ は
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1.2 最 適 性 条 件 5

xF = R x                  

F

局所的最小 局所的最小

(a)  制約なし最小化問題

大域的最小
大域的最小

(b)  制約付き最小化問題

図 1.1 大域的最小と局所的最小

df(x⋆)

dx
= 0 (1.17)

を満たし，これらの局所的最小解のうちで最小のものが大域的最小解となるこ

とは明らかである。これに対し，図 1.1 (b)のように，制約付き最小化問題で

は，局所的最小解が実行可能領域 F の境界上にある場合は，必ずしも式 (1.17)

を満たさないことに注意が必要である。

なお，本書では，関数に微分を用いる場合，その関数は適当な階数で微分可

能であるとする。

1.2 最 適 性 条 件

最適性条件とは，局所的最小解が満たす必要条件や十分条件のことをいう。

特に，変数がスカラー（x ∈ R）の場合の制約なし最小化問題では，x = x⋆ が

局所的最小解であるための必要条件は式 (1.17)を満たすことであり，式 (1.17)

かつ

d2f(x⋆)

dx2
> 0 (1.18)

を満たすことが十分条件であることが知られている。条件 (1.18)は，f(x) の

グラフが x = x⋆ において（狭義に）凸†となっていることを表す条件である。

† 凸の定義は 2.1.1 項で行う。
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6 1. 最 適 化 の 基 礎

では，変数が多次元（x ∈ Rn）になった場合や，制約付き最適化問題の場合，

これらの最適性条件はどのように表されるであろうか。本節では，これについ

て説明する。

1.2.1 勾配，ヘッセ行列の定義

最適性条件を記述する前に，ここでいくつかの定義を行う。まず，n 次の変

数 x ∈ Rn を

x :=


x1

...

xn

 (1.19)

とし，関数 f(x) を各変数で偏微分したものを ∇xf(x) と表す。すなわち

∇xf(x) :=


∂f(x)

∂x1
...

∂f(x)

∂xn

 (1.20)

であり，∇xf(x) を f(x) の点 x における勾配（gradient）あるいは勾配ベク

トル（gradient vector）と呼ぶ。勾配が零となる点，すなわち

∇xf(x) = 0 (1.21)

を満たす点を，f(x) の停留点（stationary point）あるいは臨界点（critical

point）と呼ぶ。さらに，f(x) を x で 2 回偏微分したものを ∇2
xf(x) と表す。

すなわち

∇2
xf(x) :=


∂2f(x)

∂x2
1

· · · ∂2f(x)

∂x1∂xn
...

. . .
...

∂2f(x)

∂xn∂x1
· · · ∂2f(x)

∂x2
n

 (1.22)
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1.2 最 適 性 条 件 7

であり，∇2
xf(x)を f(x)の点 xにおけるヘッセ行列（Hessian matrix）と呼ぶ。

また，式 (1.11)のベクトル値関数 h(x) を x で偏微分したものを Jh(x) と

表す。すなわち

Jh(x) :=


∂h1(x)

∂x1
· · · ∂h1(x)

∂xn
...

. . .
...

∂hr(x)

∂x1
· · · ∂hr(x)

∂xn

 =


∇xh1(x)

T

...

∇xhr(x)
T

 (1.23)

であり，Jh(x) を h(x) の点 x におけるヤコビ行列（Jacobian matrix）と呼

ぶ。以下では，変数が明らかな場合，∇x, ∇2
x などは単に ∇, ∇2 などと表すこ

とにする。

1.2.2 制約なし最適化問題の最適性条件

ここでは，制約なし最小化問題

min
x∈Rn

f(x) (1.24)

の最適性条件を考える。

【定理 1.1】 つぎの (i), (ii) が成立する。

(i) 点 x⋆ を制約なし最小化問題 (1.24) の局所的最小解とする。この

とき

∇f(x⋆) = 0 (1.25)

が成立する（最適性の 1次の必要条件（first-order necessary con-

dition for optimality））。また，x⋆ におけるヘッセ行列は半正定値

行列となる。すなわち

tT∇2f(x⋆) t = 0 (∀t ∈ Rn) (1.26)
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8 1. 最 適 化 の 基 礎

が成立する（最適性の 2次の必要条件（second-order necessary con-

dition for optimality））。

(ii) 点 x⋆ が f(x) の停留点（∇f(x⋆) = 0）かつヘッセ行列が正定値行

列であるとき，すなわち

tT∇2f(x⋆) t > 0 (∀t ∈ Rnかつ t ̸= 0) (1.27)

が成立するとき（最適性の 2次の十分条件（second-order sufficient

condition for optimality）），点 x⋆ は制約なし問題に対する狭義の

局所的最小点である。

証明 (i) 点 x⋆ を局所的最小解とし，x⋆ + αt を考える。ただし，t ∈ Rn

(t ̸= 0) は任意のベクトルで，α ∈ R (α > 0) である。このとき，|α| が十分小
さければ，x⋆ が局所的最小解であることから

f(x⋆ + αt)− f(x⋆) = 0 (1.28)

が成立する。両辺を α で割り，α → 0 の極限をとると

0 5 lim
α→0

f(x⋆ + αt)− f(x⋆)

α
= ∇f(x⋆)Tt (1.29)

が成立する。ただし，最後の等号には合成関数の微分の公式を用いた。この関係
は −t についても成立するので，0 5 ∇f(x⋆)T(−t) となり，∇f(x⋆)Tt = 0 が
いえる。さらに，n 個の独立な t を選ぶと，∇f(x⋆) = 0 であることがいえる。
つぎに，点 x⋆ のまわりでテイラー展開すると

f(x⋆ + αt)− f(x⋆) = α∇f(x⋆)Tt+
α2

2
tT∇2f(x⋆) t+ o(α2) (1.30)

となる†。点 x⋆ が局所的最小値であることと，∇f(x⋆) = 0 が成立することより

0 5 f(x⋆ + αt)− f(x⋆)

α2
=

1

2
tT∇2f(x⋆) t+

o(α2)

α2
(1.31)

となる。よって， lim
α→0

o(α2)

α2
= 0 より

0 5 tT∇2f(x⋆) t (1.32)

† o(x) : [0,∞) → R は， lim
x→0

o(x)

x
= 0 を満たす関数。
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1.2 最 適 性 条 件 9

である。これが任意の t に対して成立するので，∇2f(x⋆) は半正定値行列である。
(ii) ∇2f(x⋆) は正定値行列であるので，任意の t ∈ Rn に対して

tT∇2f(x⋆) t = σ∥t∥2 (1.33)

が成立する。ただし σ (> 0) は ∇2f(x⋆) の最小固有値である。そして，o(·) の
定義より，十分小さい ε (> 0) をとれば，∥t∥ 5 ε を満たす任意の t に対して

σ

2
∥t∥2 + o(∥t∥2) > 0 (t ̸= 0) (1.34)

を満たすようにすることができる。この ε > 0 に対して，任意の x ∈ B(x⋆, ε)

を選び，t = x− x⋆ とする。このとき，x = x⋆ + t かつ ∥t∥ 5 ε であり，テイ
ラー展開より

f(x)− f(x⋆) = ∇f(x⋆)Tt+
1

2
tT∇2f(x⋆) t+ o(∥t∥2) (1.35)

を得る。よって，∇f(x⋆) = 0 であることを考慮し，式 (1.35) に式 (1.33) と式
(1.34)を適用すると

f(x)− f(x⋆) =
1

2
tT∇2f(x⋆) t+ o(∥t∥2)

= σ

2
∥t∥2 + o(∥t∥2) > 0 (x ̸= x⋆) (1.36)

を得る。これより x⋆ は狭義の局所的最小点であることがわかる。 △

例 1.1 （制約なし最小化問題の最適性条件の例 1）

スカラー変数（x ∈ R）のつぎの目的関数を考える（図 1.2）。

f1(x) = x, f2(x) = x2, f3(x) = x3, f4(x) = x4 (1.37)

このとき，それぞれ

x

f1(x) = x

x

f2(x) = x2

x

f3(x) = x3

x

f4(x) = x4

図 1.2 目的関数の例
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10 1. 最 適 化 の 基 礎

∇f1(x) = 1, ∇f2(x) = 2x, ∇f3(x) = 3x2, ∇f4(x) = 4x3

(1.38)

∇2f1(x) = 0, ∇2f2(x) = 2, ∇2f3(x) = 6x, ∇2f4(x) = 12x2

(1.39)

である。f1(x) には最適性の 1 次の必要条件を満たす点は存在せず，f2(x),

f3(x), f4(x) については，x = 0 が最適性の 1 次の必要条件を満たす点で

ある。そして

∇2f2(0) = 2, ∇2f3(0) = 0, ∇2f4(0) = 0 (1.40)

であるので，点 x = 0 において，f2(x) は 2 次の十分条件を満たす。しか

し，f3(x) と f4(x) は，点 x = 0 において 2 次の必要条件は満たすが，2

次の十分条件は満たさない。この簡単な f4(x) の例からわかるように，明

らかに局所的最小点である点（いまの場合 x = 0）が，2 次の十分条件を

満たさないような場合が存在する。

例 1.2 （制約なし最小化問題の最適性条件の例 2）

つぎの制約なし最小化問題を考える。

min
x∈R2

f(x) := x2
1 + x2

1x2 + 2x2
2 (1.41)

このとき，最適性の 1 次の必要条件とヘッセ行列はそれぞれ

∇f(x) =

 2x1 + 2x1x2

x2
1 + 4x2

 = 0 (1.42)

∇2f(x) =

 2 + 2x2 2x1

2x1 4

 (1.43)

である。まず，停留点を求める。式 (1.42)の 1行目の式より x1(1+x2) = 0

なので，x1 = 0 または x2 = −1 である。
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