
は し が き

機械，構造物の強度設計はコンピュータの発達と共に高精度化 し，今後ます

ますその傾向が進むものと考えられる．弾性体の力学はこのための基礎である

と共に基礎工学における主要な一分野である．弾性学を機械工学科の必修科目

として伝説的な以前から講義されて来た東北大学工学部内力及び弾性学講座の

先任の三教授，砂谷，樋口，玉手の三先生に改めて敬服する次第である．

本書は，著者二人の東北大学工学部及び工学研究科における講義の経験に基

づいて執筆したもので，学部レベル（一部大学院レベル）の教科書を目標にして

いる．これまで多くの弾性学の教科書が出版されたが，演習問題を重視したも

のは意外に少ない．弾性学のような数理的学問は多 くの問題を自ら解 くとい う

勉学方法によって初めて実力を身に付けることができると考え，章ごとに幾つ

かの例題を配置すると共に演習問題を豊富に取 り入れた． これは本書の特色で

あり，大学院入試の自習書としても有用である．なお同じコロナ社から出版さ

れている恩師玉手先生の著書 “弾性体の変形”の基礎演習編とみることもでき

る．また二次元問題の章では破壊力学との関連で転位やき裂に関する説明を入

れた．

ここに，永年にわた り御懇切な御指導を賜った恩師東北大学名誉教授 （現在

八戸高専校長）玉手統先生に衷心から感謝の意を表する．又，本書の執筆をお

勧めいただいた東京大学教授岡村弘之博士に深甚なる謝意を表する．

本書の執筆中著者の一人関根助教授がたまたま同じ工学部内の基礎工学教室

に転出することになった．このこともあり，特に演習問題については後任の林

一夫助教授を煩わした．坂真澄助手及び研究室の諸君の協力も大きい．又，原

稿の浄書には庄子孝夫技官の助力を得た．これら協力を受けた諸君に感謝の意

を表する．更に本書の出版に当たって種々の御高配を賜ったコロナ社の各位に
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1

変 形 とひ ず み

物体を連続体 として 取 り扱 う． 物体の変形を変形前後の物体 の各点の位

置 の変化 として とらえ変形 の幾何学的側面 について述べる．

1.1変 位

物体に外力が作用すると物体は変形する． このとき図1.1に 示されるよう

に変形前の物体の占める領域R内 の任意の1点P

は 変形 に よ り 変 形 後 の物 体 の 占 め る領 域R'内 の1

点P'に 移 る． 直 角 座 標 （xi）を用 い て 点Pの 座

標 を （x1，x2，x3），P'の 座 標 を （y1，y2，y3） とす

れ ば点P'の 位 置 は 次式 に よ って表 され る．

（1.1）

式 （1.1）に おい て 物 体 内 の任 意 の2点 間 の距離 が 全 く変 わ らな い 場 合を 剛 体

移動 （rigid body motion） とい う． 一方 ， 変 形 前 後 で物 体 内の2点 間 の距 離

が 変化 した 場 合 は物 体 が 変形 した と呼 ばれ る．

物 体 内の 点 の変 形 前 後 の位 置の 変化 を変 位 （displacement） とい う． 従 って

点P，P'の 座 標 に よって 変 位成 分uiは 次 式 で 与 え られ る．

（1.2）

図1.1変 形
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【例題1.1】 式 （1.1）の 簡単 な例 と して線 形 変換 を 挙 げ る ことが で きる．

（1.3）

こ こ に ，aij，biは 定 数 で あ る ．

〔注〕 式 （1.3）において，指標 の反復はそ の指標の とる範囲についての和を表す もの

として記号 Σ を省略 してい る．例えばi=1の 場合はy1=a11x1+a12x2+a13x3+b1．

以後 ，ラテ ン文字の指標 のとる範 囲は1，2，3と し，指標 のとる範 囲の表示を省略す る．

変形 が 式 （1.3）で表 され る と変 形 前 平面 であ った もの は変 形 後 も平面 を保 つ

こ とが示 され る．

変形 前 の物 体 内 の平 面 の方 程 式 は次 式 で 与 え られ る．

（1.4）

こ こ に ， αi，β は 定 数 で あ る ． 式 （1.3） か らxiはyiに よ っ て 次 の 形 に 表

す こ と が で き る ．

（1.5）

た だ し ，Cij，Diは 定 数 で あ る ． 式 （1.5） を 式 （1.4） に 代 入 す れ ば

（1.6）

こ こに， γj=αiCij， δ=β-αiDi． 式 （1.6） は平 面 の 方程 式 で あ り， 従 っ

て 変形 前 平 面 で あ った もの は 変形 後 も平面 とな る．

1.2ひ ず み と 回 転

式 （1.1）で表 され る 変 形 に よって 点P（xi） は 変 形後P'（yi） に 移 った とす

る．P（xi） の近 傍 に 点P＊ （xi＊） を と り，PP＊ を結 ぶ微 小 ベ ク トルをAと す

る． 式 （1.1）の 変形 に よ り点P＊ （xi＊） の 移 動 後 の

位 置 をP＊'（yi＊） とす れ ば 変形 前 後 の 微小 ベ ク トル

Aの 変化 δAは （図1.2）

（1.7）

（1.8）

ベ ク トル 成分 で書 け ば

図1.2変 形前後 の微小

ベク トルAの 変化
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（1.9）

Aが 微小 ベ ク トル で あ るか ら式 （1.9）は 近似 的 に次 の よ うに 書 くこ とが で

き る．

（1.10）

〔注〕 式 （1.10）に お いて ， コンマ 付下 指 標 は 偏微 分 を表 す ．

式 （1.10）の 変 位 勾配ui,jは 対 称性 を 有す る部 分eijと 反 対称 性 を有 す る

部 分 ωijに 分 解 す る こ とが で きる．

（1.11）

こ こに ，

（1.12）

上 式 で 定 義 さ れ たeijを ひ ず み （strain） 成 分 ， ま た ωijを 回 転 （rotation）

成 分 とい う． ひ ず み 成 分 の う ち 独 立 な 成 分 は6個 で あ り， 回 転 成 分 の そ れ は3

個 で あ る ． ひ ず み 成 分e11，e22，e33は そ れ ぞ れx1，x2，x3軸 に 平 行 な 方 向 の ベ

ク トル の 長 さ の 変 化 の 割 合 を 意 味 し， 縦 ひ ず み （longitudinal strain） 成 分 と，

ま たe12，e23，e13は 変 形 前 後 に お け る角 度 の 変 化 を 表 し ， せ ん 断 ひ ず み （shear

strain） 成 分 と呼 ば れ る ．

〔注〕 座標 系 （x，y，z） に 関 して 式 （1.12）は次 の よ うに書 か れ る．

【例 題1.2】 変形 に よる点P（xi） に お け る微 小 ベ ク トルAの 長 さA（=

〓 ） の変 化 の割 合 は次 式 で表 され る．
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（1.13）

微 小 ベ ク トルAの 変形 後 の長 さA'（=|A'|=〓 ） は変 化 量 δAが

Aに 比べ 十 分小 さい ことを考 慮 すれ ば式 （1.7）か ら

（1.14）

更 に ， 式 （1.10）， （1.11） を 用 い ωij=-ωjiの 性 質 を 利 用 す れ ば 次 式 を 得

る ．

従 って

特 に ， ベ ク トルAがA1=A,A2=A3=0の 場 合 に は

（1.15）

即 ちひ ずみ 成 分e11は 変形 前 にx1軸 に平 行 な方 向 の ベ ク トルの 長 さの 変化

の割 合 を示 して い る． 同様 にe22，e33は 変形 前 にそ れ ぞれx2，x3軸 に 平 行 な

方 向 の ベ ク トル の長 さの変 化の割 合 を示す ．

【例 題1.3】 点P（xi） に お け るx2，x3軸 に平

行 な 方 向 の 微 小 ベ ク トルを それ ぞれA，Bと す る

（図1.3） ．ベ ク トルA，Bの 変形 後 の夾 角 を θ'と

す れ ば 次式 が 成立 す る．

（1.16）

直 交 す る 二 つ の ベ ク トルA（A1=0，A2=A，

A3=0） ，B（B1=B2=0，B3=B） の 変 形 後 の ベ

ク トルA'，B'は 式 （1.7）か ら 求 め られ る ． δAi， δBi

が それ ぞ れA，Bに 比 べ十 分 小 さい ことを 考 慮すれ ばベ ク トルA'，B'の 内積

か ら

図1.3直 交微小ベ ク ト

ルA，Bの 変形

後の夾角
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（1.17）

式 （1.14）か らA'，B'は それ ぞれ 近 似 的に

（1.18）

で与 え られ ， これ を 式 （1.17）に 代 入 し δAi，δBiの 高 次 の項 を省 略 して 次 式

を 得 る ．

（1.19）

式 （1.10）， （1.11） を 用 い る と δA3， δB2は

（1.20）

式 （1.20）を 式 （1.19）に 代 入 し，eijの 対 称 性及 び ωijの 反 対称 性 の性 質 を

利 用 す れ ば式 （1.16）の結 果 が得 られ る．

夾 角 θ'の 余角 を α23と す る． α23の 値 は 小 さいか ら

（1.21）

即 ちひ ずみ 成 分e23は 変 形 前 にx2，x3軸 に平 行 な方 向 の二 つ の ベ ク トルの夾

角 の減 少量 の 半分 に 等 しい ．e12，e13も 同等 の 意 味を 有す る．

【例 題1.4】 ひず み成 分eijが すべ て零 であ り， 回 転成 分 ωijだ け が存 在

す る場 合 に は次 の ことが い え る． （a） 変形 に よって 微小 ベ ク トルAの 長 さは

変 化 しない ．（b） ベ ク トルAの 変 化 δAは もと の ベ ク トルAと 直 交 す る．

（a）eij=0で あ るか ら，式 （1.13）か ら

（1.22）

（b） 式 （1.10）， （1.11） か ら δAiは

（1.23）

δAとAの 内積 を 作 り ωij=-ωjiを 考 慮す れ ば

（1.24）

よって， δAとAは 直 交す る．

以上 か ら ωijは 点P（xi） に お け る微小 ベ ク トル の 回 転に のみ 寄 与す る量 で

あ る こ とが理 解 で きる． と くに ω12=-ω21だ けが 零 で ない 場 合に は， 式 （1.
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23） か ら

（1.25）

即 ち ω12は ベ ク トルAのx3軸 に平 行 な軸 の 回 りの 回転 を意 味す る．ω13，ω23

も同様 の意 味を 有す る こ とは 容 易に わ か る．

1.3主 軸 ・主 ひ ず み

物 体 の 占め る領 域R内 の1点P（xi） を原 点 と し，直 角 座標 系 （xi）と座 標

軸が 平 行 な 局 所座 標 系 （ξi）を

導入 す る． 点P（xi） に おけ る

微小 ベ ク トルAの 成 分を ξiで

表示 すれ ば， ベ ク トルAの 縦

ひず みeAは 式 （1.13）か ら

（1.26）

い ま次 の二 次 曲面 を考 え よ う．

（1.27）

こ こに ，kは 定数 であ り， そ の 符号 は 曲面 が 実 に な る よ うに とる もの とす

る． 図1.4で 示 され る よ うな だ 円面 や 双曲面 は 式 （1.27）で 与 え られ る二次 曲

面 の例 で あ る． これ らの二 次 曲面 をCauchyの ひず み二 次 曲面 （strain quadric）

とい う． 式 （1.26）と式 （1.27）を比 較す る こ とに よ って 任 意 の方 向 の微 小 ベ

ク トルAの 縦 ひず みは 次 式 で得 られ る．

（1.28）

【例 題1.5】 座標 の 変換 に よる ひずみ 成分 の 変換

公式 を導 け ．

点Pを 原 点 とす る新 しい 直角 座 標 系を （ξi'）とす る

（図1.5） ． 新座 標系 の 座標 軸 と旧座標 系 （ξi）の 座標

軸 とのな す 角 の方 向余弦 をlij（ 表1.1） とす れ ば ，

図1.4二 次曲面

図1.5座 標変換
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