
工学のための

微分方程式入門

工学博士金野 秀敏著

コロナ社

コ
ロ
ナ
社

https://www.coronasha.co.jp/np/isbn/9784339060751/


まえがき

微分方程式の解法を学習・習得するのはたいへん難しいといわれている。し

かし，一方で実在のさまざまな応用分野における学問の精緻化の現状を考える

と高度な知識を短期間で習得することが要求されている。特に工学の諸分野で

は多変量の定数係数のモデルが MATLABなどの数式処理ソフトウェアを用い

て解析されることが多くなってきており，また，大規模な多変量システムモデ

ルの数値解析も必須の素養として定着している。実学とのギャップは増大の一

途をたどっており ，この現状を打開するために初等的な微分積分や線形代数の

知識で読み通せる微分方程式の教科書が欲しいが，適当なものは必ずしも多く

なし¥

この本は 1学期間の 10コマ程度の講義とそれに付随した 10回程度の演習

で終了する分量を念頭に，上記のような工学で要請されている基礎知識を与え

るよう準備したものである。章末の演習問題は講義と対応した内容であり，解

法の考え方や解の導出過程をわかりやすく初等的な方法で詳しく示してある。

また，同じ微分方程式の解を異なるいくつかの方法で導出してみせている。こ

れは，解法は唯一でなく，「異なる解法を呈示することは高度な微分方程式の数

理数値解析に関する重要な知見と指針に関する情報を与える」ことを読者に

認識してもらうためである。学生諸君は，演習問題を必ず自分で考えて解いて

みてから答えを確認していただきたい。

偏微分方程式にも言及したが，空間 1次元の問題に限定し， 工学で必須の

「境界のあるシステム」の解法にもページを割いて説明している。高度で特殊

な微分方程式や空間高次元の偏微分方程式などの紹介やその解き方は分量や応

用に関する汎用性を配慮して割愛した。主として工学分野で現れる定数係数の

微分方程式の解き方や，拡散と波動現象の物理的・数学的背景が身に付くよう

に配慮している。計算を実行し，解法の考え方を確認しながら通読すれば，線
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ii ま えがき

形代数，ラプラス変換，フーリエ変換，数値解析，差分法，微分・ 差分方程式

など，工学の応用解析に必要な基礎知識をこれ 1冊で身に付けることができ

る。また，本格的な微分方程式や確率微分方程式の数値解析などの教科書を読

む前に通読すれば，理解の大きな助けとなると信ずる。

2004年 8月

金野秀敏
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ー
微分方程式と

差分方程式

1.1 ニュートンの方程式

高校物理や大学教養教育では，質点の運動（投げ上げ，自由落下，天体運動，

振り子，ばねにつながれた質点の振動など）が取り上げられることが多い。-

の理由はそれらがニュートン↑の運軌方程式（古典力学）

m （質量(k糾） xa（加速度〔m/sり） ＝ F（力（N〕） (1.1) 

でよく記述されることがわかっているからである。加速度は速度の微分，位置

の2階微分である。

d2x dv 
a = ＝ -
dt2 dt 

dx 
v = -
dt 

,1
,

、̀＇’
‘

2

3

 

1

1

 

（

（

 

ニュートンの運動方程式は，実は微分方程式 (differentialequation)であ

る。式(I,1)は普通の微分 (1,2),(1,3)で表現されているので， 常微分方程式

(ordinary differential equation)と呼ばれている。大学の教養課程では上記の

運動の解析のほか，剛体の運動，質点系の運動などの重心の運動として置き換

えられ，解析が簡単に可能な事例のみに限定して学習を行っている。

t Isaac Newton :英国の物理学者・数学者・天文学者 (1642-1727)
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2 1. 微分方程式と差分方程式

1.2 実在のシステムのモデル化

しかし，自然・人工物，経済社会現象，生命・ 化学現象の動的な挙動の解析

は力学の解析だけで済むような簡単なものではなく，一般に複雑で難しい。複

雑で難しい原因は，現象の本質に電磁現象や化学反応ネットワークなどが複雑

にからみ合って現れるためであり，また，基礎となる微分方程式がニュートン

の運動方程式から導かれるものとは異なり，質点の運動として解析することが

困難であることによる。

学生諸君の頭に電極を着けて脳波を測定すると，時間とともに変動する脳波

が観測される。脳波は脳内での情報処理に伴う電流が流れることが原因で出現

する電磁波であり，基本的には電磁気学で学習するマクスウェルtの方程式か

ら導出される電磁場E(x,t)に関する波動方程式

Ettー悦Exx= 0 (1.4) 

(vは電磁波の速度）を用いて解析できる。ただし，変数Eの下付き記号ttは

偏微分

82 

加 (1.5) 

を表す（以下，簡単のためにこの記号を使用する）。

さらに，この脳内に流れる電流の起源をたどっていくと，脳内で起こってい

る超複雑な分子化学反応ネットワークの存在に行き当たる。超複雑な分子化学

反応ネットワークを支えているのは，脳内に複雑に張り巡らされている毛細血

管とさまざまな血流の輸送や拡散現象である。すなわち，拡散方程式

Ct - Dcxx = 0 (1.6) 

(Dは拡散定数）や輸送方程式

叫＋ UUx= KUxx (1. 7) 

t James Clerk Maxwell :英国の物理学者 (1831~1879)
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1.3 差分方程式によるモデル化 3 

と呼ばれる偏微分方程式 (partialdifferential equation)で表現される現象が

システムの動的挙動を支配している。このような偏微分方程式は，天気予報で

雲の動きの予測，煙突から排出される汚染物質の広がりの予測，放射性廃液や

廃棄物の地中への浸透の問題の予測や制御などにも利用されている。

式(1.4),(1.6), (1.7)のような偏微分方程式を用いることによって，工学分

野に現れる多くの問題について時間空間変動の詳細な解析をすることが可能

になる。式(1.4)~(1.7)では簡単のために空間 1次元としたが， 一般には3次

元空間内の運動になるから式(1.4)~(1.7)の空間微分

は

82 
Uxx =一8x2 

u (1.8) 

▽2il二
が2 02 82 -（戸＋戸＋戸） i1 (1.9) 

などのように 3次元のラプラシアン ▽2に，スカラ Uはベク トル5に変更する

必要がある。

→マー
丑＝ iu1+ j四十 ku3 (1.10) 

ここで， i］玉はそれぞれx,y, z方向の単位ベクトル， U1,U2，四は速度の

x, y, z成分である。

偏微分方程式によるモデル化には解析する対象が複雑な構造をもっている場

合や，現象を支配する動的変数の数が増えると， 一般に解析が困難になる場合

が多い。

1.3 差分方程式によるモデル化

このような複雑な現象のモデル化や解析には，計算や解析を容易にするため

に，主要な動的変数のみに注目し，差分方程式 (differenceequation)に基づい

た解析が行われる場合がある。差分方程式の簡単な例をつぎに示す。

x(m + 1) = f(x(m)) (1.11) 
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4 1. 微分方程式と差分方程式

ここで， mは整数であり， f(x)は任意の xについての関数である。このよう

な方程式の場合， PC(personalcomputer)を用いて x(m)のmの増加に伴う

変化を計算するのは簡単である。初期値x(O)を与えると， x(l)が求まり，つ

ぎにこれを式 (1.11)に代入すると x(2)が求まる。この操作を繰り返すと x(m)

が求まる ことがわかる。

式(1.11)のJ(x)は任意の関数としたが，具体的に

f(x) = Ax(l -x) (1.12) 

と置いてみると，式 (1.11)は， 人口や生物の増殖の様子が記述可能な方程式と

して非常に有名なロジスティック (Logistic)方程式になる。常微分方程式で表

したロジスティックモデルは

d 
;;N(t) = aN(t) -(3N2(t) 
dt 

(1.13) 

と書ける。上記の差分モデル (1.11)との対応関係を明確にするために，この常

微分方程式を差分化することを考えよう。時間微分の定義は

dN(t),... N(t十△t)-N(t) 
= lim 

dt △t→O △t 
(1.14) 

であるが，ここでは式(1.14)の微分を無限小の極限をとらないもので近似して

みよう。

dN(t) _ N(t＋△t) -N(t) 

dt 
三

△t 
(1.15) 

このような近似を（単純）差分近似と呼ぶ。式 (1.15)を式 (1.13)に代入して

t=m△tと置き， N(t)をN(m)と表すことに してつぎのように書き換える。

g△t 
N(m+l)=(l+a△t)N(m)(1 -~• tN(m)) (1.16) 

ここで

/3△t 
x(m)三 N(m), A= 1 + a△t (1.17) 
l+a△t 

と置けば，式(1.16)は式(1.11)で非線形関数を式 (1.12)によって与えたもの

に一致する。

x(m + 1) = Ax(m)(l -x(m)) (1.18) 
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1.4 差分方程式の解 5 

微分を差分で置き換えたとき，「もとの常微分方程式の解と差分方程式の解は

どの程度の違いがあるのか？」については本章末の演習問題や 9章などで検討

する。

式(1.12)と類似の上に凸の関数として

ax 
J(x) = ~ -ex (1.19) 
1 + bx 

（ただし， a,b,cは正の定数）のようなものも考えられており，豆類に付くアズ

キゾウムシやョッモンマメゾウムシの個体変動がこの関数を使ったモデルで解

析されている。

1.4 差分方程式の解

式(1.16)で/3= 0の場合を考えよう。

N(m+l)=(l+a△t)N(m) (1.20) 

これは単純な漸化式であるから，次数を下げていけば解がつぎのように求まる。

N(m) = (1 + a△trN(O) 

t=m△tおよび指数関数の定義

at¥ m 
匹OO(1十百） ＝exp(at) 

に注意すれば，式 (1.21)で△t→0の極限をとって

N(t) = N(O) exp(at) 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

が得られる。一方'(3ヂ0の場合には式 (1.16)あるいは式 (1.18)のように変

形すれば，初期値N(O)から出発して逐次代入により， N(m)の値を数値的に

求めることは容易である。
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