
コ
ロ

ナ
社



数値計算による流体力学
――ポテンシャル流，層流，そして乱流へ――

博士（理学） 岡本 正芳 著

コロナ社

コ
ロ

ナ
社



ま え が き
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て執筆した。前者は完全流体の非圧縮性および圧縮性ポテンシャル流が，後者は乱
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1
流体と基礎方程式

まず本章では流体力学を学ぶうえでの基礎となる流体の種類，流体運動のとらえ方や基

礎方程式に関して解説していく。さらに，物理原則と保存則との関連性について紹介して

いく。

1.1 流体力学の対象

物質の三態変化は誰もが子供の頃から勉強してきた基礎的な概念で，固体（solid），

液体（liquid），気体（gas）に分類できる。流体力学の対象である流体（fluid）は形

状が自由に変形し運動できる液体と気体が主である。しかし，液体や気体中に固体

が混在する際も，混相流として流体力学の検討対象となる。さらに高エネルギー状

態において，物質構成要素である分子や原子から電子が電離した状態であるプラズ

マ（plasma）も条件によっては電磁流体として流体力学のターゲットとなる。一方，

天文学や宇宙物理学では超重力場や光速に近いほどの流体運動を取り扱う相対論的

流体力学や，極超低温の液体ヘリウムにおいて出現する超流動などをとらえるため

の量子流体力学など古典物理学のレベルを超えた流体力学も近年では重要になって

おり，かなり広範囲にわたる物理学の分野である。

流体の最も基礎的な分類としては，密度が変化しない非圧縮性条件（ρ = const.）に

該当する水などの液体の非圧縮性流体（incompressible fluid）と，密度（ρ �= const.）

が変化する空気などの気体の圧縮性流体（compressible fluid）に分けられる。我々

の身の回りの空気の流れは低速であることから密度変化は無視できるので非圧縮性

流れとして取り扱い，おおよその概算では数%の密度変化はマッハ数が 0.3を超え

ないと生じないので圧縮性流れとしての取扱いは航空機などの周りに生じる高速気

体に限定される。後に支配方程式を見れば一目瞭然であるが，圧縮性流体の取扱い

はより複雑なものとなる。

数学的取扱い方の観点からの分類も存在する。力学において抵抗や摩擦が働かない
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2 1. 流体と基礎方程式

とする仮定と同様な設定である粘性効果が働かない流れは完全流体（perfect fluid）

となる。それに対して，現実に存在する流体は分子粘性率（molecular viscosity）ま

たは動粘度（kinetic viscosity）νの寄与が存在し，その場合の流体を実在流体（real

fluid）と呼ぶ。常温（20◦C）での分子粘性率は，空気は 15.01 × 10−6〔m2/sec〕，

水は 1.004× 10−6〔m2/sec〕となる。圧縮性流れでは分子粘性率ではなく，それに

密度をかけた粘性係数 μ(= ρν)もよく利用される。また，圧縮性流れにおいて温度

変化が激しい場合，粘性係数は一定値として取り扱うことができず，分子運動理論

から評価されたサザーランド（Sutherland）の公式51)†

μ = μ0
273.2 + C

θ + C

(
θ

273.2

)3/2

(1.1)

（μ0 = 1.72 × 10−5，C = 111）が利用される。粘性効果に関してはニュートンの

応力法則が成立しない流体も粘弾性流体などとして存在するが，本書での実在流体

はニュートンの応力法則に従うニュートン流体（Newtonian fluid）のみとする。完

全流体は近似的に成立する流れは存在するが，厳密には実在流体の取扱いが必要と

なる。しかし，数学的な取扱いにおいて前者は後者に比べてはるかに簡便な点もあ

り，その理解は流体力学の基礎を学ぶうえで非常に重要なものとなる。

1.2 流体運動のとらえ方

流れの現象をいかにしてとらえるかについては，物理学の他の分野である電磁気

学，量子力学などと同様，粒子の描像と場の描像に分けることができる。例えば，電

磁気学であれば，電子やイオンなどの運動をとらえる立場が粒子的描像で，電場や

磁場をマクスウェル方程式により解析するのが場の描像である。流体力学では前者

はラグランジェ的見方で，後者はオイラー的見方であり，それらについて説明する。

1.2.1 ラグランジェ的見方

仮想的な流体粒子（fluid particle）をターゲットとして粒子的な描像で流れを探

求することがラグランジェ（Lagrange）の見方である。この場合は，流体粒子の軌

跡が解析対象となり，ある初期時刻 t0 において位置 (x0, y0, z0)にいた流体粒子が

† 肩付きの数字は巻末の引用・参考文献番号を表す。
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1.2 流体運動のとらえ方 3

ある程度時間が経過した時刻 tにおいてどこにいるのかを調べる。そのため，もし

解が判明しているとすると

x = F1 (x0, y0, z0, t) , y = F2 (x0, y0, z0, t) , z = F3 (x0, y0, z0, t) (1.2)

と書ける。この解より，流体粒子の速度 uや加速度 aは時間微分することで

u =
∂x

∂t
, v =

∂y

∂t
, w =

∂z

∂t
(1.3)

ax =
∂2x

∂t2
, ay =

∂2y

∂t2
, az =

∂2z

∂t2
(1.4)

と与えられる。流体粒子は明確な定義はないが，分子運動理論から算出される平均

自由行程よりも十分に大きなもので，流れ場の詳細を表現できるくらい小さなもの

と考えられる。図 1.1のようにそれらすべての流体粒子に関して軌跡を計算する必

要がある。そのため，非常に多くの流体粒子を取り扱う多体問題となり，理論的に

は有利な点もあるので解析に利用されてきたが，以前は実用面ではかなり現実感に

乏しい概念であった。しかし，近年では急激な計算機能力の発達に伴い，混相流体

などの研究においてラグランジェ的見方も重要性を増している。流体粒子を追跡す

るとその軌跡が一本の線を形成する。この線のことを流跡線（path line）という。

図 1.1 ラグランジェ的見方（流体粒子の動き）

1.2.2 オイラー的見方

場の描像であるオイラー（Euler）的見方では任意の時刻 tにおける空間各点 (x, y, z)

での流れのありようを図 1.2のように調べていく。特に，流体力学では空間内での

速度分布が最も重要な求めるべき対象の物理量である。もし，速度を記述する関数

が判明できれば解は次式で与えられる。

u = f1 (x, y, z, t) , v = f2 (x, y, z, t) , w = f3 (x, y, z, t) (1.5)
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4 1. 流体と基礎方程式

図 1.2 オイラー的見方（速度場）

ラグランジェ的見方では解くべき従属変数であった x，y，zがオイラー的見方では

解を記述すべき独立変数として利用される。この解から流体粒子の軌跡と加速度を

評価するには次式を用いる。

x =
∫

dtu, y =
∫

dtv, z =
∫

dtw (1.6)

ax =
∂u

∂t
, ay =

∂v

∂t
, az =

∂w

∂t
(1.7)

オイラー的見方ではときおり，流線（streamline）が重要な幾何情報となる。この線

は評価する瞬間に流れ場を凍結させ，速度ベクトルに平行なものとなっている。そ

の方程式は

dx

u
=

dy

v
=

dz

w
(1.8)

で与えられる。オイラー的見方では速度場が時間に依存しない状態があり，その状

態を慣習的に「定常流れ」というが，定常流れの場合のみ流線はラグランジェ的見

方での流跡線と一致する。また，流線と類似の幾何概念に渦線がある。渦線は速度

の回転で与えられる渦度ベクトル

ω = ∇× u, ωi = εijm
∂um

∂xj
(1.9)

に平行な線である。

オイラー的見方において重要になる時間微分にはラグランジェ微分（Lagrangian

derivative）がある。この微分は「実質微分」と呼ばれることもある。これはある流

体粒子が持つ物理量が流れていくに従って時間的にどのように変化するのか特徴づ

けるもので

DF

Dt
=

∂F

∂t
+ u

∂F

∂x
+ v

∂F

∂y
+ w

∂F

∂z
(1.10)
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1.2 流体運動のとらえ方 5

で定義される。デカルト直交座標系であれば次式のようにベクトル表現で記述する

こともできる。

DF

Dt
=

∂F

∂t
+ (u · ∇) F (1.11)

古典物理学の法則はガリレイ不変性（Galilean invariance）を満足する必要性が

ある。ガリレイ不変性は「慣性系は一義的に定めることはできず，一様な並進運動

に関して不定である。」というものである。つまり，一様な並進運動する慣性系に

のった移動座標系においても静止系においても物理法則に変化はなく，支配方程式

は不変でなければならない。

図1.3のように静止系 (x, y, z, t)と速度Uでx方向に移動する慣性系 (x′, y′, z′, t′)

を考える。これらの座標系間の変数変換式はつぎのようになる。

x′ = x − Ut, y′ = y, z′ = z, t′ = t

u′ = u − U, v′ = v, w′ = w

この変換式を利用して両座標系で不変になる微分を検討する。移動座標系の時間微

分は

∂F (x′, y′, z′, t′)
∂t′

=
∂F (x, y, z, t)

∂t

∂t

∂t′
+

∂F (x, y, z, t)
∂x

∂x

∂t′

+
∂F (x, y, z, t)

∂y

∂y

∂t′
+

∂F (x, y, z, t)
∂z

∂z

∂t′

=
∂F (x, y, z, t)

∂t
+ U

∂F (x, y, z, t)
∂x

�= ∂F (x, y, z, t)
∂t

(1.12)

O

U

x

y

z

u
u′

－U

O′
x′

y′

z′

O′
x′

y′

z′

図 1.3 ガリレイ変換
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