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ま え が き

本書は，プログラミング言語 Juliaを用いて数理最適化問題を解く方法を扱

うものである。Juliaは科学技術計算で求められる高い計算パフォーマンスと，

手軽なプロトタイプ作成環境の両方を実現する言語である。

「数理最適化問題を解く」といっても，本書は問題を解くアルゴリズム，例えば

線形最適化問題を解く単体法自体をプログラムとして実現する方法を扱ってい

るのではない。このようなアルゴリズムは既存のパッケージに全面的に頼って

いる。本書で扱っているのは，解きたい応用上の問題の答えを，これらの既存の

パッケージを用いて得る方法である。数理最適化自体の研究ではなく，数理最適

化の研究成果を利用して実際の目の前の問題を解くことに興味がある読者を想定

している。例えば，新しく読んだ論文に書かれた数理最適化モデルの数値実験を，

ささっと目の前のコンピューターで再現できるようになることを想定している。

用いるのは，四則演算と大小比較がほとんどである。行列の記号が出てくる

が，本文を読めばわかる通り，実際に行っている演算は積と和である。読者の

好みによって線形代数の教科書があれば参考になるかもしれないが，それすら

必要ないと思われる。企業で数理最適化を実践されている方々，異動でこれか

ら数理最適化に取り組む必要のある方々，オペレーションズ・リサーチを専門

とする学部生・大学院生の方々には便利に使っていただけるはずである。また，

意欲的な小中高生にもぜひ読んでいただきたい。ここに書かれていることが自

分で実行できるようになれば，数理最適化とオペレーションズ・リサーチの最

新の研究の入り口に立ったといえる。その後は，ぜひこの分野の研究者とコン

タクトをとり，最新の研究にチャレンジしてみてほしい。

あまり知られてはいないが，数理最適化は，これまでも，そしてこれからも，

理工学の基盤を支える大変重要な分野である。最近では機械学習や量子情報理
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ii ま え が き

論の基盤技術となっているが，今後も将来にわたってまだ見ないさまざまな分

野の基盤となることは確実である。

いまのわれわれが（超）大規模な数理最適化問題を解くことができるのは，高

性能なアルゴリズムと，それを実現するソフトウェアが存在するおかげである。

数理最適化のユーザーであるわれわれは，このことを決して忘れてはならない。

数万の変数，数万の不等式を難なく扱える線形最適化パッケージがなければ，

われわれはそもそも実務規模の線形最適化問題は解けない。このような高い性

能は，間違いなく数学的な基礎研究・理論研究に基づいている。その意味で筆

者は，数理最適化理論の研究者と，その成果をソフトウェアとして実装し，公

開している研究者の方々に最大限の敬意を抱いている。これらの方々が，鋭敏

な洞察と緻密さで理論を整備し，ソフトウェアの開発・検証をしてくださるお

かげで，われわれユーザーは実務規模の数理最適化問題を解くことができる。

プログラミング言語やそのパッケージの使い方を身につけるには，公式ドキュ

メントにあたることが最も近道であると考えられる。それは，言語やパッケー

ジの開発者は，それらの特徴を最大限に理解してもらえるようにドキュメント

を作成しているからである。したがって，本書の執筆においても Juliaとその

数理最適化パッケージ JuMPの公式ドキュメントを頻繁に参照し，それらに示

されている例を各所で用いた。公式ドキュメントを読み解く以外の王道的な方

法は，新しい言語では特に見つかりにくいが，数理最適化に関しては本書がそ

の 1つになることを期待している。

2023年 2月

小林 和博
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156 8. 2次錐最適化問題

8.3 信号推定問題のよい定式化

7章では，l0 ノルム制約を l1 ノルムで緩和することで，信号推定問題を 2次

最適化問題として定式化した。ここでは，l0 ノルムを整数変数を用いて定式化

することで，よりよい推定信号を得る方法を述べる。

まず，0–1変数 ziを新たに導入する。そして，xiのとりうる最大値 uを用い

たつぎの制約式 (8.13)を課す。

xi <= uzi, zi ∈ {0, 1} （i = 1, 2, · · · , n） (8.13)

この式は，zi が 0であれば xi <= 0となるので，xi = 0であることを課してい

ることになる。一方，zi が 1であれば xi <= uであるので，xi は 0より大きい

値をとりうる。したがって，xの非ゼロ要素の数は
n∑

i=1

zi で表される。このこ

とから，l0 ノルムによる疎性制約式 (8.14)

∥x∥0 <= k (8.14)

は，不等式の組 (8.15)で表されることがわかる。
n∑

i=1

zi <= k

xi <= uzi （i = 1, 2, · · · , n）
(8.15)

これより，l0 ノルムによる疎性制約をもつ信号推定問題は，問題 (8.16)とし

て表される。変数は xと z であり，y は入力データであることに注意する。

最小化 ：∥x− y∥22

制約条件：
n∑

i=1

zi <= k （kは正の整数）

xi <= uzi （i = 1, 2, · · · , n）

zi ∈ {0, 1} （i = 1, 2, · · · , n）

(8.16)
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8.3 信号推定問題のよい定式化 157

この問題は，0-1変数をもつ 2次錐最適化問題として定式化することができる。

まず，目的関数を展開して式 (8.17)と表す。

∥x− y∥22 =
n∑

i=1

x2
i −

n∑
i=1

2xiyi +
n∑

i=1

y2i (8.17)

ここで，変数 si（i = 1, 2, · · · , n）を新たに導入し，式 (8.17)の最初の和にお

ける x2
i を si で置き換え，制約式に si >= x2

i という制約を加える。このように

して，問題 (8.18)を得る。

最小化 ：
n∑

i=1

si −
n∑

i=1

2xiyi +
n∑

i=1

y2i

制約条件：
n∑

i=1

zi <= k （kは正の整数）

xi <= uzi （i = 1, 2, · · · , n）

si >= x2
i （i = 1, 2, · · · , n）

zi ∈ {0, 1} （i = 1, 2, · · · , n）

(8.18)

制約式 si >= x2
i は 2次錐制約として表されるので，問題 (8.18)は，0–1変数を

もつ 2次錐最適化問題 (8.19)として表される。

最小化 ：
n∑

i=1

si −
n∑

i=1

2xiyi +
n∑

i=1

y2i

制約条件：
n∑

i=1

zi <= k （kは正の整数）

xi <= uzi （i = 1, 2, · · · , n）
si + 1

si − 1

2xi

 ∈ K3 （i = 1, 2, · · · , n）

zi ∈ {0, 1} （i = 1, 2, · · · , n）

(8.19)

問題 (8.19)を解くためのプログラムが，プログラム 8-4である。
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158 8. 2次錐最適化問題

プログラム 8-4（信号推定問題を整数 2次錐最適化問題で解くプログラム）

1 using CSV, DataFrames
2 using JuMP, Pajarito, HiGHS, SCS
3 using LinearAlgebra, SparseArrays
4
5 noiseless = DataFrame(CSV.File("synthetic_noiseless.csv"));
6 sigma05 = DataFrame(CSV.File("synthetic_sigma05.csv"));
7 n, k = 300, 97;
8 y = Matrix(sigma05[1:n, :]);
9 yast = Matrix(noiseless[1:n, :]);
10
11 oa_solver = optimizer_with_attributes(HiGHS.Optimizer,
12 MOI.Silent() => true,
13 "mip_feasibility_tolerance" => 1e�8,
14 "mip_rel_gap" => 1e�6
15 );
16 conic_solver = optimizer_with_attributes(SCS.Optimizer,
17 MOI.Silent() => true,
18 );
19 opt = optimizer_with_attributes(Pajarito.Optimizer,
20 "time_limit" => 600,
21 "oa_solver" => oa_solver,
22 "conic_solver" => conic_solver,
23 );
24
25 s_socp = Model(opt);
26 @variable(s_socp, x[1:n] >= 0);
27 @variable(s_socp, s[1:n] >= 0);
28 @variable(s_socp, z[1:n], Bin);
29 @objective(s_socp, Min,
30 sum(s[i] � 2y[i]*x[i] + y[i]^2 for i in 1:n)
31 );
32 @constraint(s_socp, sum(z[:]) <= k);
33 @constraint(s_socp,[i in 1:n],
34 [s[i]+1; s[i]�1; 2x[i]] in SecondOrderCone()
35 );
36 u=findmax(Matrix(y))[1]*1.1;
37 @constraint(s_socp, [i in 1:n], x[i] <= u*z[i]);
38 optimize!(s_socp);
39 @show termination_status(s_socp);
40 @show objective_value(s_socp);
41
42 tol = 1e�5;
43 nzcnt = length([i for i in 1:n if value.(x[i]) > tol]);
44 println("推定信号での非ゼロ要素の数（l0 ノルム）: ", nzcnt);
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8.3 信号推定問題のよい定式化 159

45 println("推定信号での絶対値の和（l1 ノルム）: ", norm(value.(x), 1));
46 println("測定データとの誤差: ", norm(value.(x) � y, 2)^2);

この問題は整数 2次錐最適化問題であるので，整数錐最適化ソルバーである

Pajaritoを用いる。Pajaritoをインストールするには，対話型実行環境で実
行例 8.5に示したコマンドを実行する。

実行例 8.5

julia> using Pkg
julia> Pkg.add("Pajarito")
julia> using Pajarito

Pajarito は，整数錐最適化問題のソルバーである。このソルバーは，2 つの

外部ソルバーを利用する。1 つは整数最適化ソルバーであり，もう 1 つは錐

最適化ソルバーである。Pajarito をソルバーとして指定するために，25 行

目で Model(opt) と指定している。そして，opt は 19～23 行目で生成してい

る。optは， optimizer_with_ attributes()で生成するが，その第 1引数に

Pajarito.Optimizerを指定することで，ソルバーとして Pajaritoを用いる
ことを定めている。このとき，同時に "oa_solver"と "conic_solver"も指定

する。 "oa_solver" によって用いる整数最適化ソルバーを， "conic_solver"

によって用いる錐最適化ソルバーを，それぞれ指定する。 oa_solverは 11～15

行目で生成している。第 1引数を HiGHS.Optimizerとしているが，これは整
数最適化ソルバーとして HiGHS を用いることを定めている。 conic_solver は

16～18行目で生成している。第 1引数を SCS.Optimizerとしているが，これ
は錐最適化ソルバーとして SCSを用いることを定めている。
26～28行目で変数を定め，29～31行目で目的関数を設定している。

32行目では非ゼロ要素の数を k 以下にするという制約を，33～35行目では

2次錐制約を，それぞれ課している。

36行目では，x[i]のとりうる値の最大値 uを設定している。ここでは yの
最大値の 1.1倍としている。

37行目は，x[i]と u[i]の関係を定めるものである。
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160 8. 2次錐最適化問題

プログラム 8-4を実行することで，実行例 8.6を得る。

実行例 8.6

termination_status(s_socp) = MathOptInterface.OPTIMAL
objective_value(s_socp) = 64.76059625088885
推定信号での非ゼロ要素の数（l0ノルム）: 97
推定信号での絶対値の和（l1ノルム）: 170.44195953940974
測定データとの誤差: 64.76175772221698

n = 300，k = 97とした場合に得られる推定信号（Isocp）を，オリジナルの

信号（Noiseless）とあわせて図 8.2に示した。オリジナルの信号が 0であると

ころは，推定信号でも多くのところで 0となっている。また，オリジナルの信

号が 2以上の大きな値をとるところでは，推定信号として同程度の値が得られ

ている。

0

0

1

2

3

4 Noiseless
Isocp

100 200 300

図 8.2 整数 2 次錐最適化問題による推定信号（n = 300，k = 97）

これらのことから，l1 ノルムで緩和した定式化で得られる信号（図 7.3，図

7.4）よりもすぐれた推定ができたといえるだろう。l0ノルムを緩和せず，その

まま整数最適化問題として定式化すると，このようなすぐれた推定を行うこと

ができる。
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