
機械系のための関数論入門　章末問題の略解またはヒント
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[2] (1) 23− 14i (2)
4− 3i

25
(3)

−1 + 13i

10

[3] (1)
−y

x2 + y2
(2) 4x3y − 4xy3 (3)

x2 − y2

x2 + y2

[4] (1) z = −3 + i, z = −3− i, Re z = −3, Im z = 1, |z| =
√
10

(2) z = −3i, z = −3i, Re z = 0, Im z = −3, |z| = 3

[5] (1) 625 (2) 1 (|z1z2| = |z1||z2|,
∣∣∣∣z1z2

∣∣∣∣ = |z1|
|z2|

(z2 ̸= 0) を繰り返し用いる。 (1) については

|z| = |
√
2 +

√
3i|8 =

√
5
8
= 625)

[6] 等式 |z|2 = zz および式 (1.13) を用いる。
(1) |z + w|2 = (z + w)(z + w) = (z + w)(z + w) = |z|2 + zw + wz + |w|2. 同様に |z − w|2 =
|z|2 − zw − wz + |w|2 より |z + w|2 + |z − w|2 = 2((|z|2 + |w|2)

[8] −3− 4i = 5(cos θ + i sin θ), ただし θ = arctan
4

3
, −π < θ < −π

2
.

3i = 3(cos
π

2
+ i sin

π

2
), −3i = 3(cos(−π

2
) + i sin(−π

2
)).

(注: Euler の公式 eiy = cos y + i sin y (4 章, 式 (4.6)) を用いれば, 3i = 3e(π/2)i 等と表すこと
ができる。)

[9] 1 + i =
√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
)(=

√
2e(π/4)i). 偏角の主値は

π

4
.

1− i =
√
2(cos(−π

4
) + i sin(−π

4
))(=

√
2e−(π/4)i). 偏角の主値は −π

4
.

[10] (cos π + i sin π)(cosπ + i sin π) = cos 2π + i sin 2π

[13] 21/8
(
cos

(
3

16
+

n

2

)
π + i sin

(
3

16
+

n

2

)
π

)
(n = 0, 1, 2, 3)

[14] (1) 21/6
(
cos

(
1

12
+

2n

3

)
π + i sin

(
1

12
+

2n

3

)
π

)
(n = 0, 1, 2)

(2) 6

(
cos

2n

3
π + i sin

2n

3
π

)

[16] z = cos
2n

5
π + i sin

2n

5
π (n = 0, 1, 2, 3, 4)

[17] (1) x2 +
y2

4
= 1, y ≥ 0 (2) x2 − y2 = 1

[19] anαn + an−1αn−1 + · · ·+ a1α + a0 = anα
n + an−1α

n−1 + · · · + a1α + a0 が成り立つことを
用いる。
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[2] (1) u = x2 − y2 + 3x, v = 2xy + 3y, f(1 + 3i) = −5 + 15i

(2) u = 6x− 2y, v = 2x+ 6y, f(
1

2
+ 4i) = −5 + 25i

[3] (1) 存在しない（３章, 例題 3.1 参照） (2)
3

2
(3) 存在しない

[4] ||f(z)| − |f(z0)|| ≤ |f(z)− f(z0)| → 0 (z → z0)

[5] (1) 連続でない (2) 連続である

３章

[1] limz→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= limz→z0

(
− z − z0
(z − z0)zz0

)
において, limz→z0

z − z0
z − z0

は例題 3.1より存

在しないから, この極限は存在しない。したがって f(z) はどの z においても微分可能でない。

[3] (1) Re f = x2 − y2 + 2x + 2, Im f = 2y(x + 1) より (Ref)(1 − i) = 4, (Imf)(1 − i) = −4

(2) (Ref)(4i) =
3

5
, (Imf)(4i) =

4

5

[4] (1) 連続でない (2) 連続である

[5] 与えられた関数を f(z) とおく。(1) f ′(z) =
2i

(z + i)2
より f ′(i) = − i

2

(2) f ′(z) = −2(5 + 3i)z−3 より f ′(2 + i) =
−86 + 98i

125

(3) f ′(z) = 4z3 − 4z−5, −1− i =
√
2(cos

5

4
π + i sin

5

4
π) だから, de Moivre の定理を用いて

f ′(−1− i) = 8
√
2(cos

15

4
π + i sin

15

4
π)− 1√

2
(cos

25

4
π − i sin

25

4
π) =

15

2
(1− i)

[6] (1) どの領域でも正則でない（z = x + iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y) として u(x, y) = x,
v(x, y) = −y. ux(x, y) = 1 ̸= −1 = vy(x, y) より, どの (x, y) でも Cauchy-Riemann の方程式
が成り立たないので, f(z) はどの z でも微分可能でない。）

(2) 平面全体で正則（u(x, y) = x3 − 3xy2, v(x, y) = 3x2y − y3 より, すべての x, y に対して
ux(x, y) = 3x2 − 3y2 = vy(x, y), uy(x, y) = −6xy = −vx(x, y)）
(3) どの領域でも正則でない（u(x, y) = x2 + y2, v(x, y) = 0 より ux(x, y) = 2x, uy(x, y) =

2y, vx(x, y) = vy(x, y) = 0. これらは連続関数で, (x, y) = (0, 0) のとき, かつそのときに限り
Cauchy -Riemann の方程式が成り立つ。したがって f(z) は z = 0 でのみ微分可能）

(4) 平面全体で正則
(5) どの領域でも正則でない（注：z = 0 でのみ微分可能）
(6) どの領域でも正則でない

[7] 求める関数を f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (z = x + iy) とおく。u = x2 − y2 より ux = 2x,
uy = −2y だから Cauchy–Riemann の方程式より vy = 2x · · · 1⃝, vx = 2y · · · 2⃝. 1⃝ より
v = 2xy + h(x) (h(x) は x の実数値関数). vx = 2y + h′(x) と 2⃝ より h′(x) = 0, したがって
h(x) = a（実数）だから f(z) = x2 − y2 + i(2xy + a) = z2 + ai.



[8] c1 = 4, c2 = −4, f(z) = z4

[11] (1) 調和関数, f(z) =
1

z
(2) 調和関数, f(z) = log z (3) 調和関数, f(z) = −e−z
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[7] (1)
ei−1 + e1−i

2
(2) −e−1 + e

2
(3)

ei−1 − e1−i

2i
(4)

e−1 + e

2

[8] (tan z)′ =
1

cos2 z
, (cot z)′ = − 1

sin2 z
, (sec z)′ =

sin z

cos2 z
, (csc z)′ = − cos z

sin2 z

[12] (1)
i(e− e−1)

2
(2)

eπ+i + e−π−i

2
(3)

i(e+ e−1)

2
(4)

e(π/2)+i − e−(π/2)−i

2

[13] z = x+ iy として | cos z|2 = cos2 x+ sinh2 y, | sin z|2 = sin2 x+ sinh2 y

[16] (1) log(−1) = (2n+ 1)πi (n = 0,±1,±2, · · · ), Log (−1) = −πi
(2) log(3 + 4i) = log 5 + (θ + 2nπ)i (n = 0,±1,±2, · · · ), Log(3 + 4i) = log 5 + iθ, ただし

θ = arctan
4

3
, 0 < θ <

π

2

(3) log(1 + i) =
1

2
log 2 + (

π

4
+ 2nπ)i (n = 0,±1,±2, · · · ), Log(1 + i) =

1

2
log 2 +

π

4
i,

log(1− i) =
1

2
log 2 + (−π

4
+ 2nπ)i (n = 0,±1,±2, · · · ), Log(1− i) =

1

2
log 2− π

4
i

(4) log(−10 + 5i) = log 5
√
5 + (θ+ 2nπ)i (n = 0,±1,±2, · · · ), Log(−10 + 5i) = log 5

√
5 + iθ,

ただし θ = arctan(−1

2
),

π

2
< θ < π

[17] (1) e(π/4)i, e−(3/4)πi (2)
√
2e((8n+1)/4)πe(− log

√
2+((8n+1)/4)π)i (n = 0,±1,±2, · · · )

(3) 51/3e((θ+2nπ)/3)i (n = 0, 1, 2), ただし θ = arctan(−4

3
), −π

2
< θ < 0

(4) e((4n−1)/2)π (n = 0,±1,±2, · · · )
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[2] (1) C : z(t) = 1 + 2eit (0 ≤ t ≤ 2π). z′(t) = 2ieit.
∫
C
z dz =

∫ 2π

0
(1 + 2e−it) · 2ieit dt = 8πi

(2) 例題 5.2 より C : z(t) = t(2 + i) + (1 − t) · 1 = (1 + t) + ti (0 ≤ t ≤ 1). z′(t) = 1 + i.∫
C
Im z dz =

∫ 1

0
t(1 + i) dt =

1 + i

2
(3) C1 を 0 から 2 に至る線分, C2 を 2 から i に至る線分とすると C1 : z = t (0 ≤ t ≤ 2),

C2 : z = 2(1− t) + ti (0 ≤ t ≤ 1).
∫
C1

|z|2dz =
∫ 2

0
t2 dt =

8

3
,
∫
C2

|z|2dz = (i− 2)
∫ 1

0
{4(1− t)2 +

t2} dt = 5i− 10

3
. よって

∫
C
|z|2dz =

∫
C1

|z|2 dz +
∫
C2

|z|2 dz =
5i− 2

3
(4) C : z = 2eit (0 ≤ t ≤ π).

∫
C
(z + 1/z) dz =

∫ π

0
(2eit + 2−1e−it)2ieit dt = πi

[3] (1) f(z) = sin z は z 平面全体で正則だから, Cauchy の定理より 0.



(2) f(z) =
z2

z − 3
は C と C の内部で正則である (f(z) の微分可能でない点 z = 3 が C の

外部にある) から, Cauchy の定理より 0.
(3) f(z) = eπz は z 平面全体で正則で, −i は C の内部にある. (与式) = 2πi · f(−i) = −2πi

(4) f(z) =
z3 + 1

z + 2
とおくと (与式) =

∫
C

f(z)

z − 2
dz = 2πif(2) =

9

2
πi (2 は C の内部にある)

(5)
1

z2 + 9
=

1

(z + 3i)(z − 3i)
. −3i が C の内部にあるから f(z) =

1

z − 3i
として (与式) =

2πif(−3i) = −π

3
(6) 0
(7) C1 : |z| = 1/3, C2 : |z − 1| = 1/3 (正の向き) とおくと, 定理 5.6 より (与式) =∫

C1

ez

z(z − 1)
dz +

∫
C2

ez

z(z − 1)
dz = −2πi + 2πie = 2π(e− 1)i. あるいは (与式) =

∫
C

ez

z − 1
dz −∫

C

ez

z
dz = 2πie− 2πi = 2π(e− 1)i

(8) f(z) = e2z とおく. 2 が C の内部にあるから, 定理 5.8 より (与式) =
2πi

3!
f ′′′(2) =

8e4πi

3
(9) −12πi

(10) −2

3
πi (f(z) = z はどの z でも微分可能でない (３章, 章末問題 [6]). |z| = 1 のとき

z = 1/z に注意。)
(11) 9πi (f(z) = (Re z)2 は z = 0 でのみ微分可能だから, Cauchy の積分公式は使えない。

C をパラメータ表示して計算する。）

(12)
2

25
πi (−2 が C の内部にある。)

(13)− 2

25
πi (

1

2
が C の内部にあるから f(z) =

1

4(z + 2)
とおくと, (与式) =

∫
C

f(z)

(z − 1/2)2
dz =

2πi

1!
f ′(

1

2
) = − 2

25
πi)
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[1] (1) −
∞∑
n=0

2nzn, R =
1

2
(2)

∞∑
n=0

in−1(z − i)n, R = 1 (3)
∞∑
n=0

z2n+3, R = 1

(4)
∞∑
n=0

(−1)n22n+1

(2n+ 1)!
(z − π)2n+1, R = ∞

[2] 0 < |z − 1| < 1 のとき
1

z(z − 1)
=

1

z − 1
− 1

z

=
1

z − 1
− 1

1 + (z − 1)

=
1

z − 1
−

∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n =
∞∑

n=−1

(−1)n+1(z − 1)n

[3] (1) z = 0, 2 位の極 (2) z = 0, 3 位の極；z = i, 1 位の極；z = −i, 1 位の極 (3) z = 0,
除去可能な特異点 (4) z = 0, 除去可能な特異点; z = 2nπi (n = ±1,±2, · · · ), 1 位の極 (5)
z = 0, 除去可能な特異点; z = nπ (n = ±1,±2, · · · ), 1 位の極



[4] (1) Res(0) = 0 (2) Res(0) = −1, Res(i) =
i + 1

2
, Res(−i) =

1− i

2
(3) Res(0) = 0 (4)

Res(0) = 0, Res(2nπi) = 2nπi (n = ±1,±2, · · · ) (5) Res(0) = 0, Res(nπ) = (−1)nnπ (n =
±1,±2, · · · )
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[5] Imw =
1

2i
(w − w) =

1

2i

(
az + b

cz + d
− az + b

cz + d

)
=

(ad− bc)(z − z)

2i|cz + d|2
=

(ad− bc)Im z

|cz + d|2
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[1] Φ(x, y) = U
(
x+

a2x

x2 + y2

)
, Ψ(x, y) = U

(
y − a2y

x2 + y2

)

[2] Φx(x, y) = U
(
1 +

a2(y2 − x2)

(x2 + y2)2

)
= Ψy(x, y)

およびΦy(x, y) = −U
2a2xy

(x2 + y2)2
= −Ψx(x, y)

より正則である。

[3] grad Φ =
(
U
(
1 +

a2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
)
,−U

2a2xy

(x2 + y2)2

)
および grad Ψ =

(
U

2a2xy

(x2 + y2)2
, U

(
1 +

a2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
))
より grad Φ · grad Ψ = 0

[4] grad Φ =
(
U cosα, U sinα

)
および grad Ψ =

(
− U sinα, U cosα

)
より

grad Φ · grad Ψ = 0

１１章

[1] 温度分布 T (x) =
TL − T0

L
x+ T0

複素熱ポテンシャル F (z) =
TL − T0

L
z + T0 + ic (cは定数)

[2] 温度分布 T (r) =
TL − T0

log L
log r + T0

複素熱ポテンシャル F (z) =
TL − T0

log L
log z + T0 + ic (cは定数)

１３章

[1] 10



[6] (1)
y − x

(x+ y)2
(2) cos z + log x− 2z

[7] 0


