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１章 まとめの Quiz 

１ ベクトルとスカラー 
 
単に大きさのみが意味を持つ物理量をスカラー量と呼ぶ。これに対して、大

きさだけではなく方向を持っている物理量をベクトル量と呼ぶ。 
 
２ 座標系とベクトルの成分表示 

 
（１） 右手座標系では、 x軸を y軸の方に回転するとき、右ねじの進む方向を

z軸の正の方向にとる。 

（２） 直角座標系における基本単位ベクトル ,  ,  i j kを用いて、3 次元空間にお
ける任意のベクトル量は、 

x y zA A A � �A i j k     

と表される。このとき、Ax、Ay、Azを、各々、ベクトルの x成分、y成分、
z成分と呼ぶ。このときベクトル Aの大きさは、 

2 2 2
x y zA A A A{  � �A    

（３）点 Pの座標を(x, y ,z)とするとき、位置ベクトルは、 
  

  x y z � �r i j k     
と表すことができる。 
 

（４）点 Pの位置ベクトル rの方向を向く単位ベクトルは、 

r
r
 である。 ただし、 rは原点から点Ｐまでの距離を表わす。 

     2 2 2r x y z  � �r     

 

（５）空間の点 P 1 1 1( , , )x y z および点 Q 2 2 2( , , )x y z の位置ベクトルを、各々、 

1 1 1 1

2 2 2 2

OP x y z

OQ x y z

  � �

  � �

JJJG

JJJG
r i j k

r i j k
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とする。このとき、次の問に答えよ。点 Pから点 Qへ向かうベクトルは、 
 

  
2 1

PQ  �
JJJG r r       

 
２点間の距離は、次式で与えられることを確かめよ。 

 

           � � � � � �2 2 2
2 1 2 1 2 1PQ x x y y z z � � � � �

JJJG
   

 
   点 Pから点 Qの方向へ向かう単位ベクトルは、 

              
PQ
PQ

JJJG
JJJG  

 
３ ベクトルの内積 

 
（１）ベクトルの内積（スカラー積）は、 

 

cosT�  A B A B    

 

ここで、 A、 B は、各々、ベクトル Aおよび Bの大きさ、Tはベクトル
Aと Bとのなす角である。 

 
 
（２）ベクトルの内積について、以下の法則が成り立つ。 
 

�  �A B B A（交換法則）  
   

( )� �  � �A B C A B + A C（分配法則）  
 
（３） ベクトル Aの大きさは内積を用いて 

           
2  �A A A  

    また、ベクトル ,A Bが垂直であるとき、 ,A Bの内積は 
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0�  A B  

（４）ベクトル ,A Bの成分が、各々、 , ,x y zA A A および , ,x y zB B B で与えられると

き、 
 

x x y y z zA B A B A B�  � �A B  

 

（５）ベクトル Aと Bとのなす角をTとするとき、 
 

    （ベクトル Aの B方向成分）＝ cosT�
 

A B A
B

 

 
４ ベクトルの外積 
 

（１） ベクトル Aと Bとの外積は、以下のように表記される。 
         uC A A  
（２） ベクトル Aと Bとの外積によって得られる量Cも、また、ベクトル量で

あり、その大きさと方向は、 
 

大きさ： sinT C A B  

ただし、 A、 B は、各々、ベクトル Aおよび Bの大きさ、T  はベク

トル Aと Bとのなす角である。 
方向 ：ベクトル A、B、両方に垂直な方向を向く。 
 

（３） ベクトルの外積については、次の分配法則は成り立つが、 
 

( )u  u uA B + C A B + A C  
 

 u u－A B = B A  
となり、交換法則は成り立たない。 
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（４）ベクトル Aと Bとが平行なとき、 
       uA B = 0  

 

（５）ベクトル ,A Bの成分が、各々、 , ,x y zA A A および , ,x y zB B B で与えられると

き、 
 

� �
� �
� �

 

         

         

y z z y

z x x z

x y y x

A B A B

A B A B

A B A B

u  �

� �

� �

A B i

j

k

 

（６）ベクトル ,A Bの成分が、各々、 , ,x y zA A A および , ,x y zB B B で与えられると

き、外積は、行列式を用いて 
 

x y z

x y z

A A A
B B B

u  
i j k

A B  

 
５ ベクトルの三重積 
 

（１）ベクトル Aとベクトル uB Cとの内積 
 

� �� uA B C  

 
をスカラー三重積と呼ぶ。スカラー三重積は、幾何学的にはベクトル A、
Bおよび Cによって囲まれる平行六面体の体積に等しい。 

（２）スカラー三重積について以下の公式が成り立つ。 

� �( )� u  u �A B C A B C     

が成立する。 
 
（４） 以下の式で定義される三重積は、ベクトル量であり、上のスカラー三重

積と区別して、ベクトル三重積と呼ばれる。 
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           (   )u uA B C  
 
 
 

（５）ベクトル三重積について、以下の公式が成立する。 
( ) ( ) ( )u u  � � �A B C A C B A B C  

 
( ) ( ) ( )u u  � � �A B C A C B B C A     

    したがって、一般に ( ) ( )u u  u uA B C A B Cは成立しない。  
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２章 まとめの Quiz 

１ 微分の復習 
 
（１）微分係数の定義 

時間 tの関数 ( )f t を考える。時刻 tにおける ( )f t の微分係数は、次式で定
義される。 

     
0

lim
t

df f
dt t' o

'
 

'
 ただし、 � � � �f f t t f t'  � ' �  

    
（２）平均の速さ、瞬間の速さ 

f として、時間 tにおける移動距離 ( )s t を考える。このとき、 
2 1

2 1

( ) ( )s t s ts
t t t

�'
 

' �
 は、 t' 間での平均的な速さを意味する。 

0
lim

t

ds s
dt t' o

'
 

'
 は、時刻 tにおける瞬間の速さを意味する。 

 
（３）微分係数の幾何学的意味 

( )f t の微分係数 /df dtは 
“時刻 tにおける関数 ( )f t の接線の傾きを表わしている” 

 
（４）微分係数を用いた関数の近似：一次の Taylor展開 

t' が十分小さいとき、次の近似式が成り立つ。 
 

� � � �( ) 
df t

f t t f t t
dt

� ' | � '  

  
２ ベクトルの微分 
（１）時間とともに変化するベクトル ( )tA を時間で微分することは、次の極限

をとることを意味する。 
 

0
lim

t

d
dt t' o

'
 

'
A A

 ただし、 � � � �t t t'  � ' �A A A  

 
（２） ベクトル ( )tA の ( , , )x y z 成分を、 ,  ,  x y zA A A とすると、 
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  yx z
dAdA dAd

dt dt dt dt
 � �

A i j k  

 
（３） ( , )x y 平面内における質点の運動を考える。時刻 tにおける点Ｐの位置ベ

クトルを ( )t x y �r i j、時間が tから t' だけ進んだときの軌道上の点Ｑの

位置ベクトルを ( ) ( ) ( )t t x x y y� '  � ' � � 'r i jで表わす。このとき、点Ｐに

おける“瞬間”の速度ベクトルuは、次の極限で定義される。 
 

0
lim

t

d
dt t' o

'
  

'
r ru  

 

        ただし、 � � � �t t t'  � ' �r r r  

   ここで、ベクトル / t' 'r の方向と大きさは、 
 
    方向 ：'rの方向 
 

    大きさ ：
2 2x y s

t t t t
' ' ' '§ · § · �  ¨ ¸ ¨ ¸' ' ' '© ¹ © ¹

r  

 
   ただし、 s' は、点Ｐと点Ｑとの距離であり、次式で与えられる。 
 

           � � � �2 2s x y'  ' � '  

 
（４）位置ベクトルが、 ( ) ( ) ( ) ( )t x t y t z t � �r i j kのとき、速度ベクトル ( )tu は、 
 

� � � � � �( )  
dx t dy t dz t

t
dt dt dt

 � �u i j k  

 
   速度ベクトルの大きさ、すなわち、速さは、 
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2 2 2dx dy dzu
dt dt dt
§ · § · § ·  � �¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹ © ¹

u  

 
（５）加速度ベクトルは、速度ベクトルについて、次の極限をとることにより

定義される。 
 

0
lim

t

d
dt t' o

'
  

'
u uα  

 

   ただし、速度ベクトルの変化分は、 � � � �t t t'  � ' �u u u  

 
 
（６）ニュートンの運動方程式は、速度ベクトルの微分を用いて 
 

dm
dt
 

u F  

 
３ ベクトルの積の微分 
[1] スカラーとベクトルとの積の微分 
 

（１）  
( )d f df df
dt dt dt
 �

A AA  

 
（２）極座標系 ( , )r T で、点Ｐの位置ベクトル rは次式で与えられる。 
 

           � �( ) rt r t r e  

   ただし、 re は  

cos sinr T T �e i j  
 
   これと垂直なT方向の単位ベクトルは、 
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sin cosT T T � �e i j  
 

（３） ,r Te e の時間微分は、 

,  r
r

dd d d
dt dt dt dt

T
T

T T
  �

ee e e  

直角座標系の基本単位ベクトル ,i j  と異なり、 re 、 Te は、点Ｐの位置
変化に伴い、時間的に変化する。 

 
（４）極座標系で、速度ベクトルuは 
 

 r
dr dr
dt dt T

T
 �u e e  

 
（５）極座標系で、加速度ベクトルは 
 

22
2

2

1  r
d d r d d dr r
dt dt dt r dt dt T

T Tª º§ · § ·  � �« »¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹« »¬ ¼

ua e e  

 
（６）したがって、運動方程式の r方向およびT方向の成分は、 
 

22

2 r
d r dm r F
dt dt

Tª º§ ·�  « »¨ ¸
© ¹« »¬ ¼

 

21 d dm r F
r dt dt T

T§ ·  ¨ ¸
© ¹

 

   と書ける。ただし、 ,rF FTは、各々、極座標における成分 

   を表わす 
 
[2] ベクトルの内積の微分 
 

（１） 
( )d d d

dt dt dt
�
 � � �

A B A BB A  
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（２）速度ベクトル ( )tu の大きさuが時間的に変化しないとき 
 

           
2

( ) 0du d
dt dt
 �  u u  

 
   したがって、この場合、速度ベクトルと力とは常に垂直になる。 
 
[3] ベクトルの外積の微分 
 

（１） 
( )d d d

dt dt dt
u
 u � u

A B A BB A  

（２）角運動量ベクトルは次式で定義される物理量である。 
 

r uL p  
   ただし、 rは位置ベクトル、 pは以下の運動量ベクトルを表わす。 
 
         m p u  
 
   角運動量ベクトルの時間微分は、 

       
d
dt
 

L N  ただし、 dm
dt

 u  u
uN r r F  

（３） したがって、 //r F のとき、 

    
d
dt
 

L 0  つまり、 2mr Z L kとなり、角運動量は保存される。 
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３章 まとめの Quiz 

１ スカラー場とベクトル場 
 
（１） スカラー場の典型的な例として、 

温度場 ( , , )T x y z や、ポテンシャル場・電位場などが上げられる。 
（２） ベクトル場の典型的な例として、 

流れの速度場 ( , , )x y zu や、電磁場などが上げられる。 
（３） 場が空間座標だけではなく、時間にも依存するとき、非定常場と呼ぶ。

例えば、上の温度場の場合、 ( , , , )T x y z t となる。 
 
２ 流束と流束密度 
 
（１） エネルギー流束 

太陽光パネルに入射するエネルギーの例で考える。 
   パネルの面全体に単位時間当たりに入射するエネルギー 

を太陽光の“エネルギー”の流束、あるいは、エネルギー流束と呼ぶ。 
 

（２） エネルギー流束密度ベクトル 
f

h

W
S
'
 
'

h e       

   ただし、 
S' ：面積， 

fW' ：面積 S' を単位時間当たりに通過するエネルギー 

he  ：流れの方向の単位ベクトル 

すなわち、エネルギー流束密度ベクトルは、 

 
方向 ： 流れの方向 
大きさ：流れの方向に垂直な面を単位時間、単位面積当り通過するエネル

ギーで定義されるベクトル量と理解することができる。 

 
（３） 面積ベクトル 

空間のある点のまわりの面積要素 S' に、その法線ベクトルnの方向を持
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たせ、新たにベクトル量'Sを定義する。これを面積ベクトルと呼ぶ。す
なわち、面積ベクトルは次式で定義される。 

 
S'  'S n      

大きさ：考える面の面積 S'  
方向 ：その面に対する法線ベクトルnの方向 
 

（４）エネルギー流束の内積による表現 
  エネルギー流束密度ベクトル h  および 面積ベクトル 'S  を用いて、面

を横切るエネルギー流束 fW' は、次のように表現できる、 

 

fW'  �'h S  

 
（５）閉曲面の場合における法線ベクトルの向き 
   法線ベクトルを、閉曲面の“内側”から“外側”に向かうようにように

選んだ場合（外向き法線）、空間のある点で、 
 
   流束密度ベクトルとの内積が“正” ( 0� !h n  ) ならば、エネルギーの

流れは、この点で閉曲面の“内側”から“外側”に向かって 
“流出”している。 

   反対に、“負” ( 0� �h n  ) ならば、エネルギーは、“流入”しているこ
とになる。 

 
（６） 流体の流束 

ある面を単位時間当り通過する“流体の量（質量）”を “質量流束”、あ
るいは、単に“流束”と呼ぶ。 

 
（７） 流体の流束密度ベクトル 
   空間の各点における流束密度ベクトルは、流体の流れに垂直な面を、単位

時間、単位面積当り横切る流体の質量を、流束密度ベクトル f と呼ぶ。そ

の単位は、 2kg/(m s)である。質量流束密度ベクトル f は、 
U f v       

U：流体の密度 
       v：流速ベクトル 
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と表される。 f は、空間の各位置での密度 ( , , )x y zU および速度 ( , , )x y zv に

依存するベクトル場 ( , , )x y zf と考えることができる。 
 

（８）流束の内積による表現 
ある面を通過する質量流束 fM' は、エネルギー流束の場合と同様、流束

密度ベクトル f と面積ベクトル'Sの内積を用いて、次のように表すこと

ができる。 

fM'  �'f S  
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４章 まとめの Quiz 
１ 偏微分 
（１）偏微分係数 

点 ( , )x y における ( , )f x y の xに関する“偏微分係数” /f xw w は、次式で定義される。 
� � � �

0

,  ,  
lim
x

f x x y f x yf
x x' o

� ' �w
 

w '
    

同様に、点 ( , )x y における ( , )f x y の yに関する“偏微分係数” /f yw w は、次式で定

義される。 
� � � �

0

,  ,  
lim
y

f x y y f x yf
y y' o

� ' �w
 

w '
 

（２）全微分 
関数 ( , )f x y の全微分 df は、 ,x yを同時に微小変化 ,dx dyだけ変化させたときの、関

数 ( , )f x y の変化分を表わし、次式で与えられる。 
 

( ,  ) ( , )

      

df f x dx y dy f x y

f fdf dx dy
x y

 � � �

w w
o  �

w w

 

２ ベクトル演算子 
 

x y z
w w w

�  �
w w w

i + j k  

 
３ スカラーの勾配 
（１）スカラー場 ( , , )x y zM の勾配 
 

( , , )x y z
x y z
M M MM w w w

�  �
w w w

i + j k  

 
（２）勾配の方向と大きさ 
 
勾配の方向は考えている点のまわりで最も物理量の変化が大きい方向であり、 
常に、Mの等高線と垂直な方向を向く 
 
    勾配の大きさは、次式で与えられえる。 
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22 2

x y z
M M MM

§ ·w w w§ · § ·�  � �¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸w w w© ¹ © ¹© ¹
 

 
（３）原点からの距離に関する勾配 
 
 

r
r

�  
r  

ただし、 x y z � �r i j k  

2

1 1
r r r
§ · § ·�  �¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

r  

 
 
４ ベクトルの発散 
（１）ベクトル場 ( , , )x y zA の発散 
 

yx z
AA A

x y z
ww w

��  �
w w w

A +  

 
ベクトルの発散はスカラー量である。 

 
（２）ベクトル場の流束と発散 
 
空間の点における発散��hと、この点を囲む微小体積の表面全体を通過する
流束（図４．１４） 

 

            
6

1
i i

i 
�'¦h S    

 
との間には、 

 
6

1
( ) i i

i
V

 

� � '  �'¦h h S  

 
 

 

図４．１４ 
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の関係が成り立つ。 
 
また、この微小体積内のエネルギーQの時間変化と発散との間には 

 

� �Q V
t
'

?  � �� '
'

h  

 
  の関係が成り立つ。したがって、が一定に保たれるとき、微小体積内でエ

ネルギーの発生、消滅がなければ、発散はゼロである。これは、表面を通

してのエネルギーの 
    流入と流出とがバランスしていることを意味する。 
 
（３）密度連続の式 
 
 流体の空間中の密度および速度を ( , , , )x y z tU 、 ( , , , )x y z tv とする。空間の点

( , , )x y z におる密度の時間変化は、次の密度連続の式によって記述される。 
 

� � MS
t
U Uw
���  

w
v  

 
  ただし、 MS は空間の点における単位時間、単位体積当りの流体の湧き出し

（吸い込み）量である。 
 
（４）ベクトル ( , , )x y zA とスカラー ( , , )x y zM との積MAの発散 
 

       � � � �( )M M M��  �� � �� �A v v      

 
（５）位置ベクトル rに関係する量の発散 
 

3��  r  
 

2
r r
§ ·� �  ¨ ¸
© ¹

r  
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3 0
r
§ ·� �  ¨ ¸
© ¹

r  

 
５ ラプラシアン 
 

2 2 2
2

2 2 2x y z
w w w

�  �
w w w

+  

 
６ ベクトルの回転 
（１）ベクトル場 ( , , )x y zA の回転 
 

y yx xz z
A AA AA A

y z z x x y
w w§ · § ·w ww w§ ·�u  � � � � �¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸w w w w w w© ¹© ¹ © ¹

A i j k  

 
ベクトルの回転はベクトル量である。 
 

 
（２）回転の行列式による表現 

 

x y z

i j k

x y z
A A A

w w w
�u  

w w w
A  

 
（３）剛体の回転 
 
  回転速度ベクトルは、角速度ベクトルωと位置ベクトル rとを用いて 
 
 

 uv rZ  
 

   
( , )x y 平面内の回転を考える。角速度ベクトルの方向を z軸に選ぶ（ Z ω k）
と、速度ベクトルの各成分は、 
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( , ) ,x yx y v v �v i j  xv yZ �  yv xZ  

   
  速度ベクトルの回転は、 
 

2Z? �u  v k  
 
   したがって、 

 
�uvの方向は、 vの方向に垂直で、大きさは、 2Zとなる。 

 
（４）ベクトル ( , , )x y zA とスカラー ( , , )x y zM との積MAの回転 
 

        � � � �( )M M M�u  � u �uA A+ A      

 
（５）位置ベクトルに関連する量の回転 
 

0�u  r  
 

( ) 0r�u  r  
 

0
r
§ ·�u  ¨ ¸
© ¹

r  

 

2

1 0
r r
§ ·�u  ¨ ¸
© ¹

r  

 
７ スカラーポテンシャルと勾配ベクトルの回転 
（１）スカラーポテンシャル 
 
ベクトル Aが、スカラーMの勾配から導かれる場合 

 
M �A  
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このとき、スカラーMをベクトル Aのスカラーポテンシャルという。 
 
 

（２）勾配ベクトルの回転に関する恒等式 
 
      ( ) 0M�u � {  
 
（３）スカラーポテンシャルの例 
 
  力Fと位置エネルギーU の間には、 U ��F の関係がある。 
   

電場 Eと静電ポテンシャルMの間には、 M ��E の関係がある。 
 

８ ベクトルポテンシャルと回転により定義されるベクトルの発散 
（１）ベクトルポテンシャル 
 
ベクトルBが、ベクトル Aの回転から導かれる場合 

 
 �uB A  

 
このとき、ベクトル AをベクトルBのベクトルポテンシャルという。 
 

（２）回転ベクトルによって定義される量の発散に関する恒等式 
 
      ( ) 0�� �u {A  
 
（３）ベクトルポテンシャルの例 
 
  磁束密度ベクトルBの発散は、常に０であるから、磁束密度Bは、 
  ベクトル Aの回転として、  �uB Aのように表すことがで 
きる。 
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５章 まとめの Quiz 

１．線積分 
（１）曲線 Cに関するベクトル Aの線積分 
ベクトル Aと曲線 Cに沿った微小変位 drとの内積 d�A rについて、曲線 Cの
始点Pから終点Qまで積分することにより、線積分を定義する。このように
定義される線積分を Aおよび drの成分を用いて表現すると、 

 

      � �Q Q

P P x y zC
d d A dx A dy A dz�  �  � �³ ³ ³A r A r   

（２）ベクトルがスカラーの勾配から導かれるときの線積分 
線積分の値は始点 Pと終点Qにおけるスカラーの値 (P)M  および (Q)M の

差にのみに依存し、 
 

� � � �
Q

P
d Q PM M M� �  �³ r  

 
（３）逆向きの積分路 
曲線Cの始点 Pと終点Qとを入れ替えた逆向きの経路に沿う積分路を C� で
表すことにする。このとき、 

 

C C
d d

�
�  � �³ ³A r A r  

 
（４）積分路の分割 

積分路 Cの途中に点 Rを考える。点 Pから点 Rまでの積分路を 1C 、点 Rか

ら点 Pまでの積分路を 2C とすると、 
 

1 2C C C
d d d�  � � �³ ³ ³A r A r A r  
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（５）半径 aの円環 Cに沿っての微小変位 
円筒座標系 ( , , )r zT を用いると 

 
d ad TT r e       
 

  ここで、 Te はT方向の単位ベクトルで、直角座標系の単位ベクトルと、以下

の関係がある。 
  
         sin cosT T T �e i + j  
 
 
２． 面積分 
（１）ベクトル Aの面 Sに関する面積分 
 

         
S

d�³ A S        

 
  ここで、 dSは、面積ベクトルを表す。 dSの大きさを dS、ま 
 
た、この面の単位法線ベクトルをnとすると、 
 

d dS S n  
 

（２）エネルギー流束密度ベクトルhの面 Sについて面積分（hの流束） 
 

fW s
d)  �³ h S  

 
  は、この面を単位時間当たり通過するエネルギーを意味する。 
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（３） 質量流束密度ベクトル f の面 Sについて面積分（ f の流束） 
 

fM s S
d dU)  �  �³ ³f S v S     

 
  は、この面を単位時間当たり通過する流体の質量を意味する。 
   

ただし、 ,U vは、各々、流体の密度と流速ベクトルとを表す。 
 

（４）円形のパイプ “断面” に対する微小面積ベクトル: dS  
 

円柱座標系 ( , , )r zT を用いると 
 
         d dS S n 、  n k、 dS rdrdT  
 
  ただし、 kはｚ方向の基本単位ベクトル。 
 
（５）半径 rの円筒の “側面” に対する微小面積ベクトル: dS  

 
円柱座標系 ( , , )r zT を用いると 

 

     d dS S n 、
r
 

rn 、 dS rd dzT  

 
（６）半径 aの “球面” の微小面積ベクトル: dS  
 

球座標系 ( , , )r T I を用いると 
 

     d dS S n 、
a
 

an 、 2 sindS a d dT T I  
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（７） 3/ rr  の形を持つベクトルの球面に関する面積分 
 

ベクトル ( , , )x y zE が、空間の各点 ( , , )x y z において 
 

2( , , ) Kx y z
r r
§ · ¨ ¸
© ¹

rE , x y z � �r i j k、 2 2 2r x y z � � 、 .K const  

 
で与えられるとき、半径 aの球面について、 ( , , )x y zE の面積分は 

 

4
S

d KS�  ³ E S  

 
 

３．ガウスの定理 

 
（１）ガウスの定理 
空間の“閉”曲面を S、この内部の領域を Vと表現する。ベクトル場 Aに対
して、次のガウスの定理が成り立つ。 

 

div
S V

d dV�  ³ ³A S A  

 
  閉曲面であることを明確に示すために、左辺は次のように表現することも

ある。 

S
d�³³w A S  

 
（２）定常的なエネルギーの流れ場 
  エネルギー流束密度ベクトルhの発散、��h  ( div h  ) は、 
 

WS��  h  
 
   

ここで、右辺は、空間の各点におけるエネルギーの発生量を意味する。 
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空間中に閉曲面 Sを考え、ガウスの定理を適用すると、 
 

S V
d dV�  � �³ ³h S h        

 
  したがって、定常的なエネルギーの流れにおいて、 
 
閉曲面を通過するエネルギー流束＝この閉曲面が囲む体積中における 

エネルギー発生量の合計 
 
（３）定常的な流体の質量の流れ 
 
質量流束密度ベクトル f の発散 �� f  ( div f  ) は、 

 

MS��  f  
   
ここで、右辺は、空間の各点における流体の湧き出し量を意味する。 
 
空間中に閉曲面 Sを考え、ガウスの定理を適用すると、 

 

S V
d dV�  � �³ ³f S f        

 
 したがって、定常的な流体の流れでは、 

 
この閉曲面が囲む体積中での 

閉曲面を通過する質量流束    ＝  流体の湧き出し量の合計 
                    （単位時間当り） 
 
（４）点源のデルタ関数による表現 

  原点に、点熱源がある。点熱源は、デルタ関数を用いて 

 

         � �0( )WS S rG r  

 

 と表現される。ただし、 0S は熱源が空間に一様に分布しているとしたとき
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の単位体積、単位時間当りの発熱量であり、 ( )WS r を原点を含む領域で積分
すると、この点熱源の単位時間当りの発熱量になる。。ここで、デルタ関数

は 

        

0 0
( )

0
G

z­
° ®
°f  ¯

r
r

r
    

 ( ) 1
V

dVG  ³ r       （V：点 0 r を含む領域）  

( ) 0
V

dVG  ³ r       （V：点 0 r を含まない領域）  

  という性質をもつ。 
 
（５） 3/ rr の形を持つベクトル：原点を囲む任意の形の閉曲面に対する面積分 
  ベクトル ( , , )x y zE が、空間の各点 ( , , )x y z において 

2

1K
r r
§ · ¨ ¸
© ¹

rE  ただし、 x y z � �r i j k , 2 2 2r x y z � � 、 .K const  

で与えられるとき、原点を囲む“任意の形”をした閉曲面 Sについて、 

“ベクトル Eの流束”は 

                   4
S

d KS�  ³ E S  

 
４． ベクトルの循環 
  ベクトル Aを空間中の“閉”曲線 Cについて線積分して得られる 

         
C

d�³v A r  

 
 をベクトル Aの“循環”と呼ぶ。 

 
５． ストークスの定理 
 
（１）ストークスの定理 
ベクトル場 Aが与えられたとき、閉曲線 Cに沿ってのベクトル Aの循環 

C
d�³v A r  
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と、ベクトル Aの回転 ( rot )�u  A A を、この閉曲線 Cが囲む曲面 S全体にわた
って積分した 

C
d�u �³v A S  

     
との間には、次の関係が成立する。 

C S
d d�  �u �³ ³v A r A S      

 
（２）剛体の回転  
    z軸を回転軸とし、角速度の大きさがZで回転する剛体の角速度ベクトルは、 
 
    角速度ベクトル Z ω k  
 

剛体の点 ( , , )x y zr における速度ベクトル vの方向は、 
 
      円の接線の方向を向く  
 
vの回転�uvの方向は、 
 
      ｚ軸と平行の方向を向く  
 
�uvとωとの間には、次の関係がある。 
 
      2�uv = Z  
したがって、 , ,r v ωを図示すると、以下のようになる。 
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６． 渦なし場 
ベクトル EがスカラーIの勾配から次のように導かれる場合、 

 
         I ��E  
 

空間のいたるところで、 
   

0�u  E   
  

  任意の“閉”曲線 Cについて、 
 

0
C

d�  ³v E r  

７． 湧き口なし場 
  ベクトル Bが、ベクトル Aの回転から導かれる場合 
 

 �uB A  
 
  空間のいたるところで、 
 
         0��  B  
 
  任意の“閉”曲面 Sについて、 
 

0
S

d�u �  ³³w A S  
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６章 まとめの Quiz 

１ 直交曲線座標系 

（１）曲線座標系 1 2 3( , , )u u u において、 

1 1 2 2 3 3( , , ) , ( , , ) , ( , , )u x y z C u x y z C u x y z C    1 2 3( , , .)C C C const  
は、空間の曲面の式を表す。先の円柱座標系の例（図６．２）で考える

と、 
2 2

1( , )r r x y x y C  �     ：円筒面 

      1
2( , ) tan yx y C

x
T T � § ·   ¨ ¸

© ¹
  ：平面 

      3z z C                ：平面 

を表す。 
（２）曲線座標 1 2 3( , , )u u u では、この３本の曲線の交点として、座標が定まる。

とくに、これら３本の曲線（交線）の接線が、空間の任意の点で直交す

るとき、直交曲線座標系と呼ぶ。 
 
（３）直交曲線座標系において、その基本単位ベクトル 1 2,e e および 3e は、次の

直 交関係を満たす。 

� �
� �

1
0i j

i j
i j
 ­°�  ® z°̄

　　

　　
e e  

（４）直交曲線座標系において、任意のベクトルは、これら基本単位ベクトル

1 2,e e および 3e を用いて 
 

1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , )u u u f f f � �f e e e  
 

と表すことができる。この場合、ベクトルの成分、 1 2,f f  および 3f は、次の

ように求めることができる。 

               ( 1,2,3)j jf j �  f e  

（５）基本単位ベクトル 1 2,e e および 3e は、 1u� , 2u� 3u� 、スケールファクター

1 2,h h 3h を用いて、 
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1 1 1h u �e ,  2 2 2h u �e ,  3 3 3h u �e  

 
と表すことができる。 

（６）曲線座標の微小変化 1 2 3, ,du du du に対応する変位の大きさ 1 2 3, ,ds ds ds は、ス

ケールファクター 1 2,h h 3h を用いて、 
 

1 1 1ds h du ， 2 2 2ds h du ， 3 3 3ds h du  

 
（７）線素 1 2 3, ,ds ds ds によって囲まれる微小体積要素の体積は、 1 2 3, ,du du du およ

びスケール 1 2,h h 3h 次式で与えられる。 
 
       1 2 3 1 2 3 1 2 3dV ds ds ds h h h du du du   
 
（８）円柱座標系のスケールファクターは、 

1, , 1r zh h r hT    
   したがって、微小体積要素は、 
            dV rdrd dzT  
 
（９）球座標系のスケールファクターは、 

1, , sinrh h r h rT I T    

したがって、微小体積要素は、 
     2 sindV r drd dT T I  

 
 
２ 直交曲線座標系における微分演算 
直交曲線座標系において、その基本単位ベクトルを 1 2,e e および 3e 、スケールフ
ァクター 1 2,h h  および 3h を用いて表す。 
 
（１）勾配：この座標系におけるスカラー場 1 2 3( , , )f u u u の勾配は、以下のよう

に表わされる。 
 



 30 

1 2 3
1 1 2 2 3 3

1 1 1f f ff
h u h u h u
w w w

�  � �
w w w

e e e  

 
したがって、 

 
ⅰ）円柱座標系では、 

1
r z

f f ff
r r zTT
w w w

�  � �
w w w

e e e  

 
ⅱ）球座標系では、 

1 1
sinr

f f ff
r r rT IT T I
w w w

�  � �
w w w

e e e  

 
 
（２）発散：この座標系におけるベクトル場 1 2 3( , , )u u uf の成分を、各々、 1 2 3, ,f f f  

とする。このとき、このベクトルの発散は、以下のように表わされ

る。 

� � � � � �2 3 1 3 1 2 1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 h h f h h f h h f
h h h u u u

ª ºw w w
� �  � �« »w w w¬ ¼

f  

 
ⅰ）円柱座標系では 

� �1 1 z
r

f frf
r r r z

T

T
w ww

� � � �
w w w

f =  

ⅱ）球座標系では、 
2

2

1 1 1( ) (sin )
sin sinr

f
r f f

r r r r
I

TTT T T I
ww w

��  � �
w w w

f  

 
（３）回転：この座標系におけるベクトル場 1 2 3( , , )u u uf の成分を、各々、 1 2 3, ,f f f  

とする。このとき、このベクトルの回転は、以下のように表わされ

る。 
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� � � �

� � � �

� � � �

3 3 2 21

2 3 2 3

1 1 3 32

3 1 3 1

2 2 1 13

1 2 1 2

                    

                               

h f h f
h h u u

h f h f
h h u u

h f h f
h h u u

w wª º
�u  �« »w w¬ ¼

w wª º
� �« »w w¬ ¼

w wª º
� �« »w w¬ ¼

ef

e

e

 

 
ⅰ）円柱座標系では、 

� �1 1z r z r
r z

rfff f f f
r z z r r r

TT
TT T

wª ºww w w w§ · § ·�u  � � � � �« »¨ ¸¨ ¸w w w w w w© ¹© ¹ ¬ ¼
f e e e  

ⅱ）球座標系では、 

        

� � � �

� �

� �

2

sin
sin

sin
                            

sin

                                               

r

r

r

r f rf
r

r ff
r r

rf f
r r

I T

IT

I T

T

T T I

T

T I

T

ª ºw w
�u  �« »

w w« »¬ ¼
ª ºww

� �« »
w w« »¬ ¼

wª ºw
� �« »w w¬ ¼

ef

e

e

 

 
（４）ラプラシアン：この座標系におけるスカラー場 1 2 3( , , )f u u u に対して、ラ

プラシアンを演算したものは、 
 

2 2 3 3 1 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 h h h h h hf f ff
h h h u h u u h u u h u

ª º§ ·§ · § ·w w w w w w
�  � �« »¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸w w w w w w© ¹ © ¹ © ¹¬ ¼

 

 
したがって、 
ⅰ）円柱座標系では、 

2 2
2

2 2 2

1 1f f ff r
r r r r zT
w w w w§ ·�  � �¨ ¸w w w w© ¹

 

ⅱ）球座標系では、 
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1sin
sin sin

f f ff r
r r r r r

T
T T T T I

w w ª w w º w§ · § ·�  � �¨ ¸ ¨ ¸« »w w w w w© ¹ © ¹¬ ¼
 


